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Kronecker乘积生成分形图形和放大图像

韩 � 伟
(内蒙古赤峰学院 数学学院,内蒙古 赤峰 024001)

摘 � 要:分形图形生成是分形几何学研究的主要内容之一.利用矩阵的 K ronecker乘积,通过构造

不同的矩阵,生成了各种不同的分形图形.这些图形呈现出了精细的自相似结构.与生成分形图形的

L系统和迭代函数系统相比,基于 Kronecker乘积生成的分形图的自相似结构更为复杂.同时,借助矩

阵的 K ronecker乘积,给出了一种根据图像内容自适应选取乘积矩阵的方法,很好地实现了图像的放

大.与基于分形图像编码的图像放大方法相比,本文的图像放大方法计算简单,放大效果好.
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Generating FractalGraphics and Zoom ing Image Using

Kronecker Product

HAN W ei

(M athem atics Co llege, C h ifeng Un ivers ity, Ch ifeng 024001, Ch ina)

Abstract: Fracta l g raph ics generation is one o f the m a in fields in fractal geom etry. In this paper, d ifferent

fracta l graph ics are generated by using K ronecker product o f m atrix. These graph ics show fine se lf�sim ilar struc�
tures. Com pared w ith Iteration Function System and L�system w hich generates fracta l graph ics, se lf�sim ilar struc�
tures o f fractal graph ics arem ore comp licated w hich are based on K ronecker produc.t S im ultaneously, am ethod o f

selecting product m atr ix adaptively acco rd ing to im age content is g iven by Kronecker product ofm atrix. Ourm ethod

obtains idea l results o f im age m agn ification. Com pared w ith im age zoom ing m ethod based on fracta l im age coding,

them ethod proposed in th is paper has low calcu lation cost and better im age zoom ing effects.
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0� 引 � 言

分形图形生成是分形的计算机生成的主要研究

内容. 在众多的生成分形图形的方法中, 常用的有 L

系统和迭代函数系统. L系统
[ 1]
是一种形式语言,可

用于模拟植物形态和生长, 是一类生成自然景物的

有效方法. 利用 L系统生成分形图, 需要给定初始

图形和生成元.不同的初始图形或不同的生成元,可

以生成各种各样的分形图形. 迭代函数系统
[ 2 ]
是由

一族压缩映射构成,从任意初值出发,通过对这族压

缩映射的反复迭代, 就可以生成分形图. 利用 L系

统和迭代函数系统生成分形图形的研究已经非常

多
[ 1- 4]

, 而对矩阵的 Kronecker乘积生成分形图的研

究相对较少.本文在对矩阵的 K ronecker乘积研究的

基础上,给出生成分形图的各种实例.

利用矩阵的 K ronecker乘积, 不仅可以生成不同

的分形图,而且可以对图像进行放大.图像放大是图



像的一种超分辨率表示, 是图像处理的基本研究内

容之一.图像放大的方法有插值法
[ 5- 6]
、基于偏微分

方程的方法
[ 7- 8 ]
以及基于分形图像编码的方法

[ 9]

等.插值法算法简单、处理速度快, 会导致放大图像

中产生锯齿效应或使图像边缘变得模糊. 基于偏微

分方程的方法在图像放大效果上较插值方法有明显

的改进,但当迭代次数较多时, 会花费较长的处理时

间.基于分形图像编码的图像放大方法能克服插值

方法产生的锯齿效应,但会出现块状效应,且处理十

分耗时.利用 K ronecker乘积放大图像不仅可以消除

块状效应、不产生模糊边缘,而且与基于偏微分方程

和基于分形图像编码的图像放大方法相比, 其计算

复杂度低,运算速度快.

1� 矩阵的 K ronecker乘积

定义
[ 10] � 假定给出两个矩阵 A, B:

A =

a11 a12 � a1n

a21 a22 � a2n

� � � �

am1 am2 � amn

B =

b11 b12 � b1q

b21 b22 � b2q

� � � �

bp1 bp 2 � bp q

定义 A与 B的乘积运算 �: C = A�B,其中

C=

a11B a12B � a1nB

a21B a22B � a2nB

� � � �

am1B am2B � amnB

于是 C为 mp �nq矩阵, 称为 A与 B的 K ronecker乘

积. a ijB按照数与矩阵的乘法计算,也可以定义下面

的广义 K ronecker乘积
[ 10- 11]

:

1)A�B = ( a ijB )mp �n q (m odN );

2)A�B = ( a ij |B )mp � nq;

3)A�B = ( a ij&B )mp � nq;

4)A�B = ( a ij B̂ )mp � nq.

其中,N为给定的正整数, m od表示求余运算,而 |、&

和 分̂别表示二进制的按位或、按位与以及按位异或.

2� 利用 K ronecker乘积生成分形图形

矩阵的 Kronecker乘积 A� B按分块矩阵方式

将矩阵 B嵌入矩阵 A的各个元素所在的位置.对于

给定的图形矩阵 A与 B,可以按照矩阵的 K ronecker

乘积生成阶数更高的图形 C,一般而言,这个图形 C

具有更精细的自相似结构
[ 10]

. 下面的三组实验分别

给出了不同情况下生成的分形图.

实验 1� 矩阵 A相同, B不同时生成的分形

图. 图 1( a)是给定矩阵 A和 B 1时生成的分形图;图

1( b)给定矩阵 A和 B 2时生成的分形图.对相同的

矩阵 A, B矩阵的稍微变化, 得到的 K ronecker乘积

矩阵就有很大的差异.

A =

1 1 1

1 1 1

1 1 1

� B 1 =

1 0 1

0 1 0

0 1 0

� B 2 =

1 0 1

0 1 0

1 0 1

实验 2� 不同矩阵 A、相同 B生成的分形图. 图

2( a)和图 2( b)是在矩阵 B相同, 而矩阵 A分别取

A 1和 A 2时生成的分形图.

A 1 =

1 2 1

1 1 1

1 2 1

� A 2 =

1 23 1

1 1 1

1 30 0

� B =
2 1

0 1

图 1� A� B 1和 A� B 2生成的分形图

从图 2可以看出,尽管改变矩阵 A对生成的图

形有一定的影响,但不及矩阵 B的改变对生成的图

形的影响明显. 这是因为, 矩阵 B是嵌入在矩阵 A

中, B决定了嵌入的内容, 而 A的元素仅起到了改

变生成图形的亮度的作用, 并不能改变生成图形的

细节结构.因此, 构造不同的矩阵 B是生成不同的

分形图的关键.

50 哈 � 尔 � 滨 � 理 � 工 � 大 � 学 � 学 � 报 � � � � � � � � � � 第 16卷 �



图 2� A1�B和 A 2� B生成的分形图

实验 3� 广义 K ronecker乘积生成的分形图

图 3是在矩阵 A和 B相同的情况下,分别利用

广义 K ronecker乘积

A�B = ( aij B̂ )

A� B = ( a ijB ) (m od 255)

生成的分形图,其中

A =

20 14 56

37 89 78

9 49 65

� B =

3 2 9

7 0 5

3 1 8

图 3表示对 aijB的运算规则不同, 生成的分形

图形会有较大的差异.

3� 基于 K ronecker乘积的图像放大

如果 A是原始图像矩阵, B为反映细节的图像

矩阵, 那么 A� B这个更高阶的矩阵可以看作是高

分辨率下的观察
[ 10]

.基于此, 可以对给定的图像 A,

构造图像矩阵 B,以生成高分辨率的图像 A�B,实

现对图像 A的放大.

设矩阵 B的大小为 k �k,其可以表示为

B =

b11 b12 � b1k

b21 b22 � b2k

� � �

bk1 bk2 � bkk

对分辨率为N �M的图像 A中的每一个像素

图 3� 广义 Kronecker乘积生成的分形图

a ij ( i= 1, 2, �, N; j= 1, 2, �,M ), 构造矩阵 B的

方法为:首先, 令 b11 = 1;其次比较矩阵

Aij =

a i, j ai, j+ 1 � a i, j+ k- 1

ai+ 1, j a i+ 1, j+ 1 � a i+ 1, j+ k- 1

� � �

a i+ k- 1, j a i+ k- 1, j+ 1 � ai+ k - 1, j+ k - 1

中的各元素 au, v ( u� i且 v� j )与 ai, j的关系. 如果

au, v < ai, j,取矩阵 B中与 au, v位置相对应的元素 bm, n

= 1- w � rand ( 1); 如果 au, v > a i, j, 取矩阵 B中与

au, v位置相对应的元素 bm, n = 1+ w � rand( 1 ); 如果

au, v = ai, j,取矩阵 B中与 au, v位置相对应的元素 bm, n

= 1. 这里 rand( 1)表示生成 [ 0, 1]上均匀分布的随

机数, w是一个正常数,其取值不超过 0�1.
利用上述方法构造的一系列矩阵 B, 依次和图

像 A作局部 K ronecker乘积, 即可实现对图像 A的

放大.图 4是对 Lena图像放大的结果,其中图 4( a)

是待放大的 Lena图像, 图 4 ( b)是 k = 2, w = 0�01

时对 Lena图像放大 4倍的结果.

图 5是对 Pepper图像放大的结果,其中图 5( a)

是待放大的 Pepper图像, 图 5( b )是 k = 3, w = 0�01

时对 Pepper图像放大 9倍的结果.

参数 k的大小决定了每次图像的放大倍数.参数

w是构造 K ronecker乘积中 B矩阵元素的一个扰动

量. w值超过 0�1,在放大图像中会产生斑点效应.因

此,合适的参数选择是保证放大图像质量的关键.
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图 6是分别利用分形图像编码方法和本文方法

对图像放大的结果, 其中图 6( a)是待放大的图像,

图 6( b)是定义域子块大小为 4 � 4时利用分形图像

编码方法对待放大图像放大 4倍的结果; 图 6( c)是

本文方法放大的结果 ( k= 2, w = 0�05). 图 6( b)的

放大图像存在明显的方块效应, 其处理时间为

110�922 s,而图 6( c)的处理时间仅为 0�5 s(运行环

境为 LenovoX200, M atlab6�5) . 由此可以看到, 利用

矩阵的 K ronecker乘积实现对图像的放大,与基于分

形编码的图像放大方法相比,不仅运算速度快,而且

可以获得理想的放大效果.

图 6� 不同方法对图像的放大结果

4� 结 � 语

本文利用矩阵的 K ronecker乘积分别实现了分

形图形的生成和图像的放大.在分形图形生成部分,

给出了 3种不同情形下生成的分形图.讨论了不同

的生成矩阵 A和 B对生成的分形图形的影响.图像

放大时,针对待放大图像的每一个像素的邻域信息,

构造不同的矩阵,完成图像的放大.与基于分形编码

的图像放大方法相比, 利用 K ronecker乘积放大图

像, 在获得理想的放大效果的同时,运算速度更快.
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