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摘 要：构建了一类兼顾易感人群年龄结构与环境中结核分枝杆菌分布的动力学模型，系统分析了模型的稳定性，

并设计了预设目标控制策略。首先，推导得到基本再生数R 0 的显式表达式， 并基于李雅普诺夫（Lyapunov）稳定性

理论，证明了无病平衡点与地方病平衡点的全局渐近稳定性。接着，引入疫苗接种与直接督导下短程化疗（DOTS）
策略作为控制变量，提出预设目标控制问题并完成求解。最后，通过数值模拟发现，同时实施疫苗接种和 DOTS 策

略可将活动性结核病患者的人数控制并稳定在预设防控目标之下，感染避免率达到 45. 01%， 显著优于单一控制

措施， 为结核病防控策略的优化提供了理论依据。
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结核病  （TB） 是由结核分枝杆菌  （MTB） 引起的高传染性慢性呼吸道疾病， 主要侵犯肺部。该病既可

通过人际密切接触直接传播， 也能随气流在环境中扩散， 进而导致广泛流行［1］。  结核病的治疗需采用多种

药物联合方案，治疗周期长、成本高，这使得结核病的临床治疗面临巨大挑战［2］。  近年来， 全球每年有 120 
万~160 万人死于结核病， 这与  2030 年终止结核病流行的目标仍相去甚远［3］。  因此，相关部门正加大资金

投入，多策并举遏制结核病传播，降低发病率与死亡率。这一目标的实现，亟须研究者厘清其传播机制，在

有限资源下寻求最优干预措施。

基于结核病的传播机理，构建数学模型对结核病流行趋势进行预测，并探寻有效控制策略，是生物数学

及公共卫生领域的研究热点。现有研究多聚焦人际直接传播［4-6］， 如 Zhang 等［5］提出并分析了一个考虑媒体

影响的结核病预防性治疗六维模型，采用中国  4 个地区  2009—2019 年的新报告结核病病例数据对模型进

行拟合与参数估计，研究发现，适当提高感染者的及时治疗比例以及潜伏结核感染人群的预防性治疗寻求

比例，可实现结核病消除的目标；但媒体影响仅能在有限程度上减少活动性感染者数量，无法改变结核病的

流行程度。

以上研究忽视了一个关键事实： 活动性结核病患者排出的结核分枝杆菌可在空气中存活超 9 h， 附着尘

埃后感染力可持续  8~10 d［7-8］， 这意味着环境间接传播同样会助推疾病的传播。目前，关于间接传播对结

核病流行影响的研究仍较为匮乏［9-13］。

张正斌等［9］检索了国内外近  5 a关于结核病季节分布特征的文献，发现若干季节性因素可促进结核分枝

杆菌在人群中的传播，例如冬季人们户外活动减少、室内空气污染较重（病原菌浓度较高），以及部分国家和
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地区冬季雾霾天气频发等。  Cai 等［10］运用数学模型探讨了环境中结核分枝杆菌载量对结核病传播的影响，

并基于江苏省的实际数据估计模型参数，发现其基本再生数R 0 > 1，江苏省的结核病呈地方病流行态势；为

有效控制该地区结核病，提出降低病菌排放率、提高患者康复率与环境病原体清除率的综合控制方案。Li 
等［11］建立了一个考虑环境传播的复发性结核病 SVEIRB 模型， 利用 Lyapunov 稳定性理论和 LaSalle 不变集

原理，证明了模型的无病平衡点和地方病平衡点具有全局渐近稳定性；数值模拟结果表明，环境传播会加剧

结核病的扩散， 同时，提出疫苗接种联合降低环境病原体负荷是控制疾病传播的有效策略。

此外， 考虑到年龄差异会直接导致人群免疫力水平的异质性， 年龄也是影响结核病传播动力学特征的

关键因素［14-18］。  杨应周等［14］指出，结核病传播受年龄和环境协同影响显著：学生免疫系统尚未完善，加之学

校空间拥挤、通风不良，易发生聚集性疫情，应针对性落实环境优化等防控措施。  张立兴等［15］对比 1980—
2002 年北京市肺结核发病率、感染率变化及 DOTS 实施效果，发现年龄小于 30 岁组的发病率下降与人群感

染率降低密切相关；DOTS 通过控制传染源显著降低该年龄组感染与发病风险，但对已感染者后续发病影

响有限。  Jing 等［16］构建含环境因素的年龄结构肺结核传播模型，结合江苏省监测数据，采用马尔可夫链蒙

特卡洛（MCMC）方法估计平均感染周期为  44. 3 d；模拟曲线与实际新发病例数高度吻合，为区域防控提供

了量化依据，并指出诊断+疫苗接种的联合干预效果显著。考虑到从潜伏感染个体发展为活动性感染个体

存在一定的时间延迟，Gao 等［17］建立了具有年龄结构和复发特性的结核病传播动力学模型，得到了关于模

型解稳定性的相关结论，并将该模型应用于描述中国结核病的传播态势，结果显示，模型预测的总人口数和

年度新报告结核病病例数均与统计数据高度契合。  Xue 等［18］考虑到中国不同年龄段结核病患病率差异显

著，提出了一个具有年龄结构和季节性传播率的非自治微分方程模型， 证明了当R 0 < 1 时，唯一的无病周

期解 P 0 全局渐近稳定；反之，疾病将均匀持续存在，且至少存在一个正的周期解。研究结果表明，为 65 岁以

上及 20~24 岁易感人群接种疫苗，在降低结核病患病率方面效果显著。

在对模型稳定性等相关动力学性质开展系统分析的基础上， 已有部分学者将最优控制策略引入结核病

传播模型的研究框架中［13，19-20］。  Khoda 等［19］建立了一个结核病传播模型， 并应用 Pontryagin 极大值原理

（Pontryagin’s maximum principle）确定了媒体和教育提升公众意识、提升检测率和改善治疗服务 3 种干预措

施的最佳控制水平。  Obsu 等［20］将最优控制理论应用于由非线性常微分方程系统描述的结核病模型，探讨

了治疗失败对结核病流行的影响， 通过 Pontryagin 极大值原理推导了最优路径的特征， 设计了不同的模拟

案例，并与分析结果进行对比。结果表明，通过媒体报道提高公众意识且在治疗期间进行持续监督的综合

干预效果，有助于降低治疗失败率，进而减少社区内结核病的流行。

综上所述， 当前结核病领域的相关探索多聚焦于环境、年龄及复发等关键影响因素［9-18］， 并在此基础上

进一步拓展至最优控制问题的研究［13，19-20］。  然而， 当控制目标接近于零时， 所需投入的控制成本往往呈非

线性增长态势， 且实际防控资源存在客观约束， 导致相关控制措施难以有效落地实施。  因此， 为更精准解

析结核病的传播机制、科学制定防控策略， 文中构建年龄-环境耦合的两阶段结核病传播动力学模型， 并将

疫苗接种与直接督导下短程化疗（DOTS）两项核心控制措施纳入模型框架， 研究模型的预设目标控制问

题， 旨在以有限的控制成本实现更优的防控效果。

1　模型的建立和基本再生数的计算

1. 1　模型的建立

结核病的传播是传染源、环境条件和宿主免疫等多重因素相互交织的动态过程。  为了建模需要，强调

如下事实：

（ⅰ） 结核病的核心传播途径为呼吸道飞沫传播。即活动性结核病患者咳嗽、打喷嚏时产生的含菌气溶

胶， 经易感人群吸入后引发感染， 而接触传播仅在特殊场景  （如含菌污染物直接接触破损黏膜） 下偶发， 并
非主要传播形式［7-8］。  因此，间接传染率大于直接传染率。基于此，同时纳入直接传染与间接传染两种传播

方式。

（ⅱ） 结核病的感染率与年龄存在一定相关性。在中国，仅新生儿接种卡介苗，且接种后该疫苗的保护

效果会逐年下降  （尤其在接种 15 a后） ［21］。据此， 可将易感人群分为  “青少年及幼儿” 与  “成人” 两类， 以体

现不同免疫屏障水平对疾病传播的影响。
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（ⅲ） 处于潜伏期的人群虽携带病原体，但因菌量极低而不具备传播能力。此外，感染者即便被成功治

愈，肺部遗留的不可逆病灶仍使其终生面临复发风险。因此，假设康复者具备一定防护意识与免疫记忆，若

再次发病，仍需经历新的潜伏期，方可重新进入活动期［22］。

令 S1 ( t )、S2 ( t )、E ( t )、I ( t )、R ( t )和 W ( t )表示 t时刻易感青少年及幼儿、易感成年人、潜伏者、活动性结

核病感染者、康复者的数量， 以及环境中的结核分枝杆菌载量， 且 N ( t )= S1 ( t )+ S2 ( t )+ E ( t )+ I ( t )+
R ( t )。为表达简便， 将 S1 ( t )、S2 ( t )、E ( t )、I ( t )、R ( t )、W ( t )、N ( t )记为 S1、S2、E、I、R、W、N。年龄-环境耦

合的两阶段结核病传播机制如图 1 所示，其动力学模型为
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dS1 ( t )
dt

= A - S1 ( t ) ( β1 I ( t )+ β2W ( t ) )- γS1 ( t )- δS1 ( t )，

dS2 ( t )
dt

= γS1 ( t )- S2 ( t ) ( β3 I ( t )+ β4W ( t ) )- δS2 ( t )，

dE ( t )
dt

= cS1 ( t ) ( β1 I ( t )+ β2W ( t ) )+ cS2 ( t ) ( β3 I ( t )+ β4W ( t ) )+ kR ( t )- φE ( t )- δE ( t )

dI ( t )
dt

= ( 1 - c ) S1 ( t ) ( β1 I ( t )+ β2W ( t ) )+( 1 - c ) S2 ( t ) ( β3 I ( t )+ β4W ( t ) )+ φE ( t )- hI ( t )-( δ + μ ) I ( t )，

dR ( t )
dt

= hI ( t )- kR ( t )- δR ( t )，

dW ( t )
dt

= σI ( t )- dW ( t )。

（1）

根据实际意义， 所有参数均非负， 其生物学意义如表 1 所示。

由模型（1）可得

dN
dt

= d( S1 + S2 + E + I + R )
dt

= A - δ ( S1 + S2 + E + I + R )- μI ≤ A - δN，

从而有

lim sup
t → ∞

N ( t )= lim sup
t → ∞

( S1 + S2 + E + I + R ) ≤ A
δ
。

类似地， 可得

lim sup
t → ∞

W ( t )= σA
δd
。

所以， 集合

Ω ={( S1，S2，E，I，R，W ) ∈ R 6
+：S1 + S2 + E + I + R ≤ A

δ
，W ≤ σA

δd }
为模型（1）的正不变集。
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图  1　结核病传播流程图

Fig. 1　Flow chart of tuberculosis transmission
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1. 2　模型的基本再生数

模型（1）的无病平衡点为 P 0 = ( S0
1，S0

2，0，0，0，0 )， 其中

S0
1 = A

γ + δ
， S0

2 = γA
δ ( γ + δ )

。
由模型（1）可得
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其中：a1 = ( 1 - c ) S0
1 β1 +( 1 - c ) S0

2 β3， a2 = ( 1 - c ) S0
1 β2 +( 1 - c ) S0

2 β4。由文献［13］可得模型（1）的基本再

生数为

R 0 = ρ ( FV -1 ) = A ( k + δ ) ( δβ1 + γβ3 ) ( φ + δ - cδ )
δ ( γ + δ ) [ ( k + δ ) ( φ + δ ) ( h + δ + μ )- khφ ] (1 + σ

d )。
定理 1 当R 0 > 1时， 模型（1）存在唯一的地方病平衡点 P * = ( S *

1，S *
2，E *，I *，R*，W * )， 且这些分量满足：
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A = S *
1( )β1 I * + β2W * + γS *

1 + δS *
1，

γS *
1 = S *

2( )β3 I * + β4W * + δS *
2，

cS *
1( )β1 I * + β2W * + cS *

2( )β3 I * + β4W * + kR *
1 = φE * + δE *，

hI * + ( )δ + μ I * = [ S *
1( )β1 I * + β2W * + ]S *

2( )β3 I * + β4W * ( )1 - c + φE *，

hI * = kR* + δR*，

σI * = dW *。

（2）

证明  由式（2）可知

W * = σ
d

I *，  R* = h
k + δ

I *，  S *
1 = dA

dβ1 I * + σβ2 I * + dγ + dδ
，

S *
2 = dAγ

( )dβ1 I * + σβ2 I * + dγ + dδ ( )dβ3 I * + σβ4 I * + dδ
，

E * = cA ( dβ1 I * + σβ2 I * )
m

+ khI *

( φ + δ ) ( k + δ )
+ cdAγ ( dβ3 I * + σβ4 I * )

m ( dβ3 I * + σβ4 I * + dδ )
。

表  1　模型（1）中参数的生物学意义

Tab. 1　Biological meanings of parameters in model （1）

参数

A

β1

β2

β3

β4

μ

δ

c

k

φ

h

σ

d

生物学意义

易感青少年及幼儿的招募率

I到 S1 的直接传染率

I到 S1 的间接传染率

I到 S2 的直接传染率

I到 S2 的间接传染率

结核病引起的死亡率

自然死亡率

潜伏性结核病患者占感染者的比例 ( 0 < c < 1 )
结核病复发率

潜伏期结核病患者的内源性再激活率

活动性结核病感染者的治愈率

活动性结核病患者单位时间内结核分枝杆菌的脱落率

环境中结核分枝杆菌的自然衰减率

107



第  47 卷  宁夏大学学报（自然科学版中英文）

其中 m = ( φ + δ ) ( dβ1 I * + σβ2 I * + dγ + dδ )。
将 S *

1、S *
2、E *、R*、W * 代入式（2）的第 3 个式子， 可得

b1 I *2 + b2 I * + b3 = 0。
其中

b1 = d ( dβ1 + σβ2 ) ( dβ3 + σβ4 )
k + δ

[ khφ -( φ + δ ) ( k + δ ) ( h + δ + μ ) ]，

b2 = dA ( φ + δ ) ( dβ1 + σβ2 ) ( dβ3 + σβ4 )- cδ ( dβ1 + σβ2 ) ( dβ3 + σβ4 )+
d 2 δkhφI * ( dβ1 + σβ2 )

k + δ
+ d 2 khφI * ( dβ3 + σβ4 ) ( γ + δ )

k + δ
，

b3 = d 3 δ ( γ + δ )
k + δ

( 1 -R 0 ) [ hkφ -( k + δ ) ( φ + δ ) ( h + δ + μ ) ]。
由于 hkφ -( k + δ ) ( φ + δ ) ( h + δ + μ ) < 0， 当R 0 > 1 时， b1 < 0， b3 > 0。因此， 模型（1）存在唯一的

地方病平衡点 P *。

2　模型(1)平衡点的稳定性分析

2. 1　无病平衡点 P 0 的稳定性

定理 2  当R 0 < 1 时， 模型（1）的无病平衡点 P 0 局部渐近稳定； 当R 0 > 1 时， 模型（1）的无病平衡点

P 0 不稳定。

证明   定义 s ( M )= max { Re λ：λ是M的特征根 }， 其中M=F- V。  点 P 0 处的 Jacobi矩阵为

J= é
ë
êêêê

ù
û
úúúúJ1 ∗

0 M
。

其中：∗表示 2 × 4 维非零矩阵，

J1 =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú-γ - δ 0

γ -δ
。

因此， 矩阵 J的特征方程为

|λE- J| = ( λ + γ + δ ) ( λ + δ ) |λE-M | = 0。 （3）
显然， -γ - δ 和-δ 为特征方程（3）的两个负实根。对 |λE-M | = 0， 由文献  ［23］ 中定理 2 可知，当

R 0 < 1 时， s ( M ) < 0， 故特征方程（3）所有特征值均有负实部。因此， 模型（1）的无病平衡点 P 0 局部渐近稳

定。当R 0 > 1 时， s ( M )> 0， 这意味着特征方程（3）至少存在一个实部为正的特征值。因此， 模型（1）的无

病平衡点 P 0 是不稳定的。

定理 3  当R 0 < 1 时， 模型（1）的无病平衡点 P 0 全局渐近稳定。

证明   定义 Lyapunov 函数为

V 1 = E + φ + δ
φ

I + k
k + δ

R + cφ ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

W + ( 1 - c ) ( φ + δ ) ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

W.

计算 V 1 沿着模型（1）轨线的全导数， 得
dV 1

dt
= dE

dt
+ φ + δ

φ
dI
dt

+ k
k + δ

dR
dt

+ cφ ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

dW
dt

+ ( 1 - c ) ( φ + δ ) ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

dW
dt

=

cS0
1 ( β1 I + β2W )+ cS0

2 ( β3 I + β4W )+ kR - φE - δE + k
k + δ

( hI - kR - δR )+

φ + δ
φ

[ ( 1 - c ) S0
1 ( β1 I + β2W )+ φE - hI +( 1 - c ) S0

2 ( β3 I + β4W )-( δ + μ ) I ]+

cφ ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

( σI + dW )+ ( 1 - c ) ( φ + δ ) ( β2 S0
1 + β4 S0

2 )
dφ

( σI + dW )=

( k + δ ) ( φ + δ ) ( h + δ + μ )- hkφ
φ ( φ + δ )

(R 0 - 1 ) I。
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由 LaSalle 不变集原理可知， 当R 0 < 1 时， 模型（1）的无病平衡点 P 0 全局渐近稳定。

2. 2　地方病平衡点 P * 的稳定性

定理 4 当R 0 > 1 时， 模型（1）的地方病平衡点 P *= ( S *
1，S *

2，E *，I *，R*，W * )全局渐近稳定。

证明  令

s1 = S1

S *
1
， s2 = S2

S *
2
， e = E

E * ， i = I
I * ， r = R

R* ， w = W
W * ，

则模型（1）可变换为
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ds1

dt
= s1

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

A
S *

1 ( )1
s1

- 1 - β1 I * ( i - 1 ) - s1 β2W * ( w - 1 )，

ds2

dt
= s2

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

γS *
1

S *
2 ( )s1

s2
- 1 - β3 I * ( i - 1 ) - s2 β4W * ( w - 1 )，

de
dt

= ecβ1
S *

1 I *

E * ( )s1 i
e

- 1 + ecβ2
S *

1W *

E * ( )s1 w
e

- 1 + e
kR*

E * ( )r
e

- 1 +

           ecβ4
S *

2W *

E * ( )s2 w
e

- 1 + ecβ3
S *

2 I *

E * ( )s2 i
e

- 1 ，

di
dt

= i ( 1 - c ) β1 S *
1 ( s1 - 1 )+ i ( 1 - c ) β2

S *
2W *

I * ( )s2 w
i

- 1 + i
φE *

I * ( )e
i

- 1 +

           i ( 1 - c ) β4
S *

2W *

I * ( )s2 w
i

- 1 + i ( 1 - c ) β3 S *
2 ( s2 - 1 )，

dr
dt

= r
hI *

R* ( )i
r

- 1 ，

dw
dt

= w
σI *

W * ( )i
w

- 1   。

（4）

模型（4）具有唯一的地方病平衡点 P *
1 = ( 1，1，1，1，1，1 )， 并且 P *

1 与 P * 的全局渐近稳定性等价， 所以只

需证明 P *
1 是全局渐近稳定的。

定义 Lyapunov 函数为

V 2 = S *
1 g ( s1 )+ S *

2 g ( s2 )+ E * g ( e )+ I * g ( i )+ kR*2

hI * g ( r )+ ( β2 S *
1 + β4 S *

2 )W *2

σI * g ( w )。

其中：g ( x )= x - 1 - ln x ( x > 0 )。显然， g ( x )≥ 0， 并且 g ( x )= 0 当且仅当 x = 1， 故 V 2 是正定的。计算

V 2 沿着模型（4）轨线的全导数， 得
dV 2

dt
= S *

1 (1 - 1
s1 ) ds1

dt
+ S *

2(1 - 1
s2 ) ds2

dt
+ E *(1 - 1

e ) de
dt

+ I *(1 - 1
i ) di

dt
+

( β2 S *
1 + β4 S *

2 )W *2

σI * (1 - 1
w ) dw

dt
+ kR*2

hI * (1 - 1
r ) dr

dt
。

由模型（4）得
dV 2

dt
= -g ( 1

s1 ) A - g ( s1

s2 ) S *
1 γ - ( s1 i

e ) cβ1 S *
1 I * - g ( s1 w

i ) cβ2 S *
1W * - g ( s2 i

e ) cβ3 S *
2 I * -

g ( s2 w
i ) ( 1 - c ) β4 S *

2W * - g ( s2 w
e ) cβ4 S *

2W * - g ( e
i ) E * φ - g ( i

r ) hI * - g ( r
e ) kR* -

g ( s1 w
e ) [ ( 1 - c ) β + 2S *

1W * ] ≤ 0。
由 LaSalle 不变集原理可知， 模型（4）的地方病平衡点 P *

1 = ( 1，1，1，1，1，1 )是全局渐近稳定的， 故模型

（1）的地方病平衡点 P * 也是全局渐近稳定的。
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3　模型的预设目标控制问题

本节运用最优控制的方法研究模型（1）的预设目标控制问题。

3. 1　控制问题的建立与最优控制的存在性

引入两个控制变量 u1 ( t ) ( 0 ≤ u1 ( t ) ≤ 1 )和 u2 ( t )( 0 ≤ u2 ( t ) ≤ 1 )， 分别表示疫苗接种和实施 DOTS 治疗

方案， 建立控制模型：
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dS1

dt
= A - S1( )β1 I + β2W - γS1 - δS1，

dS2

dt
= γS1 - S2( )β3 I + β4W - δS2 - u1 ( t ) υS2，

dE
dt

= cS1 ( β1 I + β2W )+ cS2 ( β3 I + β4W )+ kR - φE - δE，

dI
dt

= ( 1 - c ) S1 ( β1 I + β2W )+ φE +( 1 - c ) S2 ( β3 I + β4W )- hI -( δ + μ ) I - u2 ( t ) I，

dR
dt

= hI + u2 ( t ) I - kR - δR，

dW
dt

= σI - dW。

（5）

其中：u1 ( t )= 0 表示对易感成年人不接种疫苗， u1 ( t )= 1 表示对易感成年人完全接种疫苗； u2 ( t )= 0 表示

对感染者不实施 DOTS 措施， u2 ( t )= 1 表示对感染者完全实施 DOTS 措施； υ表示疫苗的有效率， υu1 ( t )表
示疫苗的有效接种率。初始条件为

S1 ( 0 )≥ 0，S2 ( 0 )≥ 0，E ( 0 )≥ 0，I ( 0 )≥ 0，R ( 0 )≥ 0，W ( 0 )≥ 0。
令 x= ( S1，S2，E，I，R，W ) T

， u= ( u1 ( t )，u2 ( t ) ) T
。  构造目标函数为

J ( u1 ( t )，u2 ( t ) )=∫
0

T

L ( x，u ) dt。 （6）

其中

L = A 1 S2 + A 2( I - I 1 ) 2 + B 1 u1 ( t ) S2 + B 2 u2 ( t ) I + 1
2 ( C 1 u2

1 ( t )+ C 2 u2
2 ( t ) )。

这 里 [ 0，T ] 表 示 实 施 两 种 不 同 控 制 措 施 的 时 间 区 间 ， 正 常 数 A i、Bi 和 Ci ( i = 1，2 ) 表 示

S2 ( t )、I ( t )、u1 ( t ) 和 u2 ( t ) 的加权系数。实施这两种控制措施的总目标是以最小的成本在有限的时

间 间隔 [ 0，T ] 内使结核病感染者 I ( t ) 的数量稳定在预设目标 I 1 之下， 也就是说， 要找到一个最优

控 制 对 ( u*
1 ( t )，u *

2 ( t ) ) T
，使 得 J ( u*

1 ( t )，u *
2 ( t ) )= min { J ( u1 ( t )，u2 ( t ) ) |( u1 ( t )，u2 ( t ) )T ∈ U }， 其 中 U =

{ ( u1 ( t )，u2 ( t ) )T|ui ( t ) ( i = 1，2 )是 Lebesgue 可测的， ui ( t )∈ [ 0，1 ]， }t ∈ [ 0，T ] 。

定理 5 对 控 制 模 型（5）， 存 在 最 优 控 制 对 u* =( u*
1 ( t )，u *

2 ( t ) ) T ∈ U 以 及 对 应 的 最 优 状 态 变 量

( S1*
1 ，S1*

2 ，E 1*，I 1*，R1*，W 1* )T， 使得 J ( u*
1 ( t )，u *

2 ( t ) )= min( )u1 ( t )，u2 ( t ) ∈ U J ( u1 ( t )，u2 ( t ) )。
证明  令 p= ( p1 ( t )，p2 ( t ) )T，q= ( q1 ( t )，q2 ( t ) )T ∈ U， 对任意 κ ∈ [ 0，1 ]， 有

κp+( 1 - κ ) q= ( κp1 ( t )+( 1 - κ ) q1 ( t )，κp2 ( t )+( 1 - κ ) q2 ( t ) )T ∈ U。

因为状态变量和控制变量都是非负的， 且 U 是封闭有界的， 所以 U 是凸集。根据正不变集 Ω 可以推

断， 对于每一个有界的 u∈ U， 模型（5）的解是有界的。由式（6）得
L ( x，κp+( 1 - κ ) q ) - κL ( x，p )-( 1 - κ ) L ( x，q )=
1
2 ∑

j = 1

2 { }Bj[ ]κpj ( t )+( 1 - κ ) qj ( t )
2

- 1
2 κ ∑

j = 1

2

Bj p2
j ( t )- 1

2 ( 1 - κ ) ∑
j = 1

2

Bj q2
j ( t )=

1
2 κ ( κ - 1 ) ∑

j = 1

2

Bj( pj ( t )- qj ( t ) )
2
≤ 0，

即 L ( x，κp+( 1 - κ ) q ) ≤ κL ( x，p )+( 1 - κ ) L ( x，q )，∀κ ∈ [ 0，1 ]。  因此， 目标函数的被积函数在控制集 U

上是凸函数。又因为存在常数 θ = 2， ξ1 = 0. 5min { B 1，B 2 }> 0 与 ξ2 = 0， 使得
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A 1 S2 + A 2 ( I - I 1 )2 + B 1 u1 S2 + B 2 u2 I + 1
2 ( C 1 u2

1 ( t )+ C 2 u2
2 ( t ) )≥ ξ1( |u1 ( t ) |2 + |u2 ( t ) |2 )

θ
2 - ξ2。

所以， 存在最优控制对 u* = ( u*
1 ( t )，u *

2 ( t ) )T ∈ U， 满足 J ( u*
1 ( t )，u *

2 ( t ) )= min( u1 ( t )，u2 ( t ) )∈ U J ( u1 ( t )，u2 ( t ) )。
3. 2　控制问题的表征

定理 6  设 u *
1 ( t )和 u *

2 ( t )为最优控制变量， S1*
1 、S1*

2 、E 1*、I 1*、R1*、W 1* 是模型（5）在初始条件下对应的最

优状态变量。则存在伴随变量 λ ( t )= ( λ1 ( t )，λ2 ( t )，λ3 ( t )，λ4 ( t )，λ5 ( t )，λ6 ( t ) )T ∈ R 6 满足下列伴随方程。即
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dλ1 ( t )
dt

= λ1 ( t ) ( β1 I + β2W + γ + δ )- λ2 ( t ) γ - λ3 ( t ) c ( β1 I + β2W )- λ4 ( t ) ( 1 - c ) ( β1 I + β2W )，

dλ2 ( t )
dt

= -A 1 - B 1 u1 ( t )+ λ2 ( t ) ( β3 I + β4W + δ + u1 ( t ) υ )- λ3 ( t ) c ( β3 I + β4W )-

                    λ4 ( t ) ( 1 - c ) ( β3 I + β4W )，
dλ3 ( t )

dt
= λ3 ( t ) ( φ + δ )- λ4 ( t ) φ，

dλ4 ( t )
dt

= -2A 2 ( I - I 1 )- B 2 u2 ( t )+ λ1 ( t ) S1 β1 + λ2 ( t ) S2 β3 - λ3 ( t ) c ( S1 β1 + S2 β3 )- λ4 ( t ) [ ( 1 - c ) S1 β1 +

( 1 - c ) S2 β3 - h - δ - μ - u2 ( t ) ]- λ5 ( t ) ( h + u2 ( t ) )- λ6 ( t ) σ，

dλ5 ( t )
dt

= -λ3 ( t ) k + λ5 ( t ) ( k + δ )，

dλ6 ( t )
dt

= λ1 ( t ) S1 β2 + λ2 ( t ) S2 β4 - λ3 ( t ) c ( S1 β2 + S2 β4 )- λ4 ( t ) ( 1 - c ) ( S1 β2 + S2 β4 )+ λ6 ( t ) d，

其横截条件为 λi ( T )= 0( i = 1，2，⋯，6 )， 给出最优控制，即

u *
i ( t )= min { max { Di，0 }，1 }，i = 1，2。

其中：

D 1 = υS1*
2

C 1
( λ2 ( t )- B 1 )， D 2 = I 1*

C 2
( λ4 ( t )- λ5 ( t )- B 2 )。 （7）

证明  为了方便， 将 λ ( t )= ( λ1 ( t )，λ2 ( t )，λ3 ( t )，λ4 ( t )，λ5 ( t )，λ6 ( t ) )T 简记为 λ= ( λ1，λ2，λ3，λ4，λ5，λ6 )T，

则模型  （5）的 Hamiltonian 函数为

H = A 1 S2 + A 2 ( I - I 1 )2 + B 1 u1 S2 + B 2 u2 I + 1
2 ( C 1 u2

1 + C 2 u2
2 )+ λ1 A - λ1 δS1 -

λ1 S1 ( β1 I + β2W )- λ1 γS1 + λ2 γS1 - λ2 S2 ( β3 I + β4W )- λ2 δS2 - λ2 u1 ( t ) υS2 +
λ3 cS1 ( β1 I + β2W )+ λ3 cS2 ( β3 I + β4W )+ λ3 kR - λ3 φE + λ4 φE - λ4 ( δ + μ ) I -
λ3 δE + λ4 ( 1 - c ) S1 ( β1 I + β2W )+ λ4 ( 1 - c ) S2 ( β3 I + β4W )- λ4 hI - λ4 u2 ( t ) I +
λ5 ( hI + u2 ( t ) I - kR - δR )+ λ6 ( σI - dW )。

依据 Pontryagin 极大值原理， 利用如下正则方程

dλ1 ( t )
dt

= - ∂H
∂S1

，
dλ2 ( t )

dt
= - ∂H

∂S2
，

dλ3 ( t )
dt = - ∂H

∂E
，

dλ4 ( t )
dt

= - ∂H
∂I

，
dλ5 ( t )

dt
= - ∂H

∂R
，

dλ6 ( t )
dt

= - ∂H
∂W

，

可得最优控制 u *
1 ( t )和 u *

2 ( t )如（7）式所示。

4　数值模拟

本节将运用 MATLAB 进行数值模拟［24-26］， 对前述理论结果的准确性进行验证。  进一步， 通过计算不

同控制策略对应的感染避免率  （IAR）， 评估各种策略对结核病传播的抑制效果。

4. 1　模型(1)平衡点的稳定性

模型（1）的初始值为 S1 ( 0 )= 200，S2 ( 0 )= 500，E ( 0 )= 10，I ( 0 )= 3，R ( 0 )= 2，W ( 0 )= 40， 参数取值为

A = 15，δ = 0. 1，c = 0. 9，φ = 0. 15，β1 = 0. 001 6，β2 = 0. 000 15，β3 = 0. 003 6，β4 = 0. 000 8，h = 0. 4，σ =
1. 8，d = 0. 8，k = 0. 15，μ = 0. 3，υ= 0. 8［5，27］。模型（1）随着时间变化的曲线图如图 2 所示。由图 2（a）可以

明 显 看 出 ， 当 R 0 = 0. 653 2 < 1 时 ， 随 着 时 间 的 推 移 ， ( S1，S2，E，I，R，W ) 收 敛 至 无 病 平 衡 点 P 0 =
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( 120. 8，27. 3，0，0，0，0 )， 这表明该疾病最终将在人群中消亡。由图 2（b）可以看出， 当R 0 = 2. 830 6> 1 时， 
随着时间的推移， ( S1，S2，E，I，R，W )将收敛至地方病平衡点 P * = ( 103. 4，147. 7，167. 3，41. 3，66. 2，82. 7 )， 
这表明该疾病最终会在人群中流行。数值模拟结果验证了定理 3 和定理 4 的准确性。

4. 2　敏感性分析

为了分析模型（1）中各参数对结核病传播的影响， 采用偏秩相关法  （PRCC） 对基本再生数R 0 进行参数

敏感性分析。仿真结果如图  3 所示， 据此可得，参数 A （相对变化率为 0. 950）、σ（相对变化率为 0. 857）、β4

（相对变化率为 0. 745）与 R 0 呈强正相关， 是加剧结核病传播风险的关键驱动因素；φ（相对变化率为

0. 113）、k（相对变化率为 0. 089）等参数对结核病传播的影响较小。参数 δ （相对变化率为-0. 682）、d（相对

变化率为-0. 440）、h（相对变化率为-0. 414）与R 0 呈较强负相关， 表明此类参数取值增大可抑制R 0 升高，

进而降低疾病的传播能力。

4. 3　不同控制策略对结核病传播的影响

基于两种干预措施 u1 ( t ) 和 u2 ( t )， 设计了 4 种差异化控制策略。策略 1： u1 = 0，u2 = 0； 策略 2： 
u1 ≠ 0，u2 = 0； 策略 3： u1 = 0，u2 ≠ 0； 策略 4： u1 ≠0，u2 ≠ 0。为了比较 4 种策略的控制效果， 将活动性结核

病患者的控制目标设置为 I 1 = 20 （以不施加控制时活动性结核病患者数量的 50% 为目标）。

图  4 分别刻画了不同控制策略对模型（1）各状态变量的影响。从图 4（a）可以观察到， 策略 2、策略 3 和

策略 4 对 S1 的影响差异较小； 而图 4（d） 显示， 策略 2 导致康复者数量减少， 策略 3 则使康复者数量呈增长

趋势。  这两种截然不同的结果， 源于各控制策略的干预措施针对特定人群实施，干预对象的差异导致了数

量变化趋势的不同。在图 4（b）中可见， 策略 2 可以减少易感人群 S2 的数量， 而策略 3 和策略 4 可以使易感
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Fig. 2　Stability of the equilibrium points of model （1）
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人群 S2 的数量有所增加， 该结果符合实际情况。进一步地， 从图  4（c）、4（e） 和  4（f） 中可以看到， 实施策略

2、策略 3 和策略 4 时， 不仅能降低各状态变量的峰值， 还可以延缓疫情高峰的到来， 这为传染病防控争取了

关键的准备时间。在图 4 （f）中还可看到，实施策略 1 时，活动性结核病患者数量先快速上升至峰值，随后缓

慢下降并趋于稳定， 而实施策略 4 时， 活动性结核病患者数量相较于策略 1 上升更缓慢， 最终稳定在控制目

标 I 1 之下。在图 4（e）中可见，策略 4 的控制效果显著优于策略 2 和策略 3， 原因在于实施策略 4 时，活动性结

核病患者人数减少，使得环境中的结核杆菌含量低于实施其他策略时的水平。图  5 展示了实施策略 2、策略

3 和策略 4 时，两种控制措施强度随着时间的变化情况。

4. 4　控制措施效益分析

感染避免率  （IAR） 作为评估防控策略有效性的关键指标，其定义为

感染避免率 = 避免感染的人数

康复人数
× 100%。

其中  “避免感染的人数” 指不实施控制措施时总感染人数与实施控制措施时总感染人数的差值。  该指标的

比值越大，表明对应防控策略越有效。各策略的感染避免率计算结果（表 2）显示：策略 1 的 IAR 为 0， 策略 2
的 IAR 为 3. 32%， 策略 3 的 IAR 为 36. 03%， 策略 4 的 IAR 达到 40. 01%。这表明， 实施策略 4 时， 活动性结

核病患者人数最少。
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根据第 4. 3 节不同控制策略的干预效果分析及第 4. 4 节的效益评估结果可知，在资源有限的情况下，应

优先选择以疫苗接种联合 DOTS 措施的综合防控策略。该策略凭借最高的感染避免率  IAR， 能够将活动

性结核病患者数量有效控制在预设防控目标 I 1 范围内。  在此基础上， 可结合阶段性防控成效与现有资源， 
动态调整并制定下一阶段的量化控制指标， 逐步压缩疾病的传播空间。这种精准适配资源承载力的阶梯式

防控模式， 既能确保各项控制措施有效落地， 又能稳步推进  “终结结核病流行” 终极目标的实现， 为资源约

束条件下的结核病防控提供了兼具可行性与科学性的实施框架。

5　结论

通过分析结核病的传播特点，首先构建年龄-环境耦合的两阶段结核病传播动力学模型，并分析了模型

无病平衡点与地方病平衡点的稳定性。其次，引入疫苗接种与 DOTS 控制措施，建立最优控制模型，运用

Pontryagin 极大值原理，开展模型的预设目标控制研究。最后，通过数值模拟验证了不同控制策略下的防控

效果。结果表明，两种控制措施联合实施对结核病传播的防控效果最优。此外，结核病的耐药性、时滞等因

素同样是影响疾病传播的重要因素，将此类因素纳入模型可进一步拓展模型的适用范围，这也是本研究未

来的重点方向。
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The Stability and Preset Target Control of a Two-Stage Tuberculosis 
Transmission Dynamical Model Coupled With Age and Environment

HU　Pengcheng1，2， CAO　Boqiang1，2， KANG　Ting1，2*， WANG　Qingyun1，2，3

（1. School of Mathematics and Statistics， Ningxia University， Yinchuan 750021， China；
2. Ningxia Basic Science Research Center of Mathematics， Yinchuan 750021， China；
3. Department of Dynamics and Control， Beihang University， Beijing 100191， China）

Abstract: By incorporating both the age structure of the susceptible population and Mycobacterium tuberculosis 
in environment， we construct a two-stage dynamical model of tuberculosis transmission and systematically ana⁃
lyze its stability.  A preset target control strategy is further developed.  First， we derive an explicit expression 
for the basic reproduction number and prove the globally asymptotic stability of both the disease-free and 
endemic equilibria using Lyapunov theory.  Next， we formulate and solve a preset-target control problem that 
treats vaccination and the DOTS （directly observed treatment， short-course） strategy as control variables.  
Numerical simulations show that the combined implementation of vaccination and DOTS can maintain the num ⁃
ber of active TB cases below the preset target and yields a significantly higher infection-avoidance rate than 
either measure used alone， providing a theoretical basis for optimizing tuberculosis prevention and control strate⁃
gies.

Key words: tuberculosis； dynamical model； basic reproduction number； stability； preset target control
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