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准循环 LDPC码最小汉明距离的计算与校验矩阵的改善 

李韵姣，叶 凡，任俊彦 
(复旦大学 专用集成电路与系统国家重点实验室，上海 201203) 

摘 要：基于线性代数的基本原理和线性分组码的结构特点，提出了能准确计算 QC LDPC码最小汉明距离的方 

法，并对计算复杂度进行估计；然后针对QCLDPC码的结构特点，对其校验矩阵进行改善，以增大码字的最小汉明 

距离，从而得到更好的译码性能．其中，计算最小汉明距离的方法同样适用于普通的线性分组码． 
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Computation and Reformation of the M inimum Distance 

and Check Array of QC LDPC Codes 

LI Yun-jiao，YE Fan，REN Jun—yan 

(State Key Laboratory of ASIC and System，Micro／Nanoelectronics Science and 

Technology Innovation Platform，Fudan University，Shanghai 201203，China) 

Abstract：Based on the principles of 1inear algebra and linear block codes．a method is proposed to calculate the minimum 

distance of a group of QC LDPC codes as well as other kinds of linear block codes．A estimation of time complexity is stat— 

edtOO．A method ofgeneratinglargerminimum  distance by reformingthe check arrayisgivenforQCLDPC codes based 

on its special structure． 
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1 引言 

低密度奇偶校验码 (Low—Density Parity— 

Check codes，U)PC codes)是一种性能逼近香农限 

的优秀线性分组码，在码长较长时，其性能超过了 

Turbo码-1 J．此外，LDPC码的译码采用了具有线性 

复杂度的“和 一乘积”算法(SPA)，译码复杂度大大 

低于Turbo 码．LDPC码的优异性能及其在信息传 

输中的良好应用前景已经引起学术界和信息产业界 

的高度重视．然而编码器的复杂度始终是制约LD— 

PC码发展的主要因素，因此产生了准循环奇偶校验 

码(Quasi—Cyclic LDPC codes，Qc LDPC codes)等 

有利于编码电路硬件实现的构造方式[2-3]． 

QC LDPC码属于线性分组码，而线性分组码的 
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最小汉明距离是反映该组码性能好坏的最根本因 

素 4 J．文中针对线性分组码的结构特点，提出了计 

算最小汉明距离的方法，并根据 QC LDPC码的结 

构特征对其校验矩阵进行改善，使得由此矩阵确定 

的QC LDPC码的最小汉明距离尽量大，以得到更 

好的译码性能． 

2 QC LDPC码简介 

2．1 LDPC码简介 

U)PC码是一类特殊的线性分组码，其校验矩 

阵H 中绝大多数元素为 0，只有极少数的 1，即 H 

是稀疏矩阵．校验矩阵的稀疏性使得译码复杂度得 

到降低，实现更为简单．LDPC码是由其校验矩阵唯 
一 确定的．一个(72， ，k)规则的 LDPC码的校验矩 
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阵每一行和每一列都含有固定个数的 1，且个数分 

别为k和J．例如一个(12，3，4)U)PC码的校验矩阵： 

H = 

线性分组码的生成矩阵 G与校验矩阵H 满足 

HG =0，通常将 H用高斯消元法化简为H =(，f 

P)的形式，其中 J为单位阵，则 G =(PT J』)T．然 

而 H的稀疏性并不能保证G的稀疏性 ，因此给编码 

电路带来很多困难．编码电路的复杂度往往与码长 

成指数关系． 

2．2 QC U)PC码 

准循环 LDPC码(QC LDPC ood~)是一种允许低 

复杂度编码结构 LDPC码_5]．其校验矩阵是由多个相 

同大小的稀疏循环矩阵构成的矩阵，具有如下形式： 

(2) 

其中C和 为正整数 ，且 C< t；A 为b×b的循环 

阵．所谓循环阵，是指这样一个方阵，其 中每一行都 

是上一行的循环右移，并且第一行是最后一行的循 

环右移．对于这样的循环阵，每一列也都是它前一列 

的循环下移，并且第一列是最后一列的循环下移． 

Qc LDPC码是一个由稀疏循环矩阵构成的校 

验矩阵的零空间．由约束条件 HG I、：0计算得到的 

生成矩阵 G也同样具有准循环的特性，这样就可以 

用简单的移位寄存器和累加器进行编码，其复杂度 

与该码的生成矩阵的规模成线性关系．参考文献[2] 

给出了编码电路结构． 

3 最小汉明距离的计算 

与所有线性分组码一样，QC LDPC码的最小汉明 

距离仍然是判断其译码性能的一个重要参考标准．对 

于最小距离为 的一组线性分组码，有如下定理： 

定理 1 若纠错码的最小距离为 ，那么有 

如下三个结论的任何一个结论成立： 

(1)可以检测出任意小于等于 z= mi 一1个 

差错． 

(2)可以纠正任意小于等于 ：l 1个 
L J 

差错． 

(3)可以检测出任意小于等于 z同时纠正小于 

等于 个差错，其中 z和￡满足 

I Z+￡≤ d 一1 

【t< Z 

可以看出，最小汉明距离对于线性分组码的性 

能有着重要影响． 

对于最小汉明距离的计算，一些文献给出了估 

算方法，例如最小码字搜索法[ ， ，其基本思想是， 

在传输过程中给一个全 0的码字叠加适当的噪声， 

让译码器把收到的码字当成小码重的码字来译码， 

然后算出这些码的码重，从中搜索最小码重的码字． 

这种方法中对噪声的控制要求比较严格，而且得到 

的是估计值．下面将提出一种精确计算最小汉明距 

离的方法，并且在得到一组码的最小汉明距离的同 

时，也可以得到与其相关的矩阵的列的位置信息，调 

整这些列的位置，可以有效增加最小汉明距离． 

根据线性分组码的结构及线性代数的基本原 

理 ，可以推出以下推论 ： 

推论 1 一组线性分组码的最小汉明距离为 d 

的充分必要条件是，这组码的校验矩阵 H 中必存在 

d列，使得由这 d列构成的子矩阵中，每行“1”的个 

数都为偶数或0；且不存在任何S<d列，使得由这 S 

列构成的子矩阵中，每行“1”的个数都为偶数或 0． 

证 明： 

(1)充分性 

令校验矩阵 

a 1． 

a2． 

口 m
． n 

(3) 

在其对应的码字集合中，取两个码字 c 和G， 

其中 

= (ci1，ci2，⋯，C ) (4) 

= ( ， z，⋯， ) (5) 

假定 与C 之间的距离就是最小码距d，并且 

假定 C 与C 在同一位置具有不同比特值的码段，即 

产生码距的码段为 ，rl，C ， 2，⋯， ， 和 ，，1， 

CJ， 2，⋯，Cj，rd，其中 
d 

∑ ：d (6) 

由于 C 、C 都满足校验方程 

、 J  

L  

／ 

-==『_ =一 

0  1  0  1  O  O  O  0  1  

1  O  0  O  O  1  O  l  0  

0  O  1  1  O  0  0  1  0  

0  1  0  0  0  l  l  O  O  

l  0  0  0  1  0  0  0  1  

0  0  1  0  0  1  O  0  1  

0  l  0  0  1  O  0  1  0  

1  O  0  1  0  0  1  0  0  

0  O  0  0  0  0  l  1  1  

0  0  0  1  1  1  O  0  0  

1  1  1  O  0  0  0  O  0  

A A A 

A A A 

1  2 _．_ f 

= 

矗 

；  

d 

1  2 ；  

一 

一 

= 

H 
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即 

HCT= 0 

fH =0 

【HC =0 

对上面两个等式进行 rood2加法，可得 

Hc／~0 HC =0 

对 H 和 、 进行展开，可以得到 

f∑alpC o∑a1pCjp=0 

J∑以z声 o∑ z =0 

、声=1 =1 I ； 
【∑口砷 ④∑ 声CJ声=0 

整理得 

(7) 

(8) 

(9) 

(1o) 

∑口1 (c ④ )=0 
P= 1 

口zp( ④ )=0 (11) 

∑amp(c ④cjp)=0 

由于 C 和C 的相同码段经过异或运算的结果 

为 0，可以得出： 

f∑ =0 

J 巾 (12) I 
d 

【∑ =0 

式(12)表述的内容是，由 Ci和C，比特值不同 

的码段所对应的校验矩阵的d列所构成的子矩阵， 

每行元素相加为0，即含有⋯1’的个数为偶数或0．这 

就证明了了结论的前半部分． 

结论的后半部分可以采用反证法进行证明．假 

设存在 S列，1< S< d，使得 

∑ =0 
q=1 

那么存在着如式(4)、(5)所示的 和CI，分别将比 

特值不同的码段取在 ，r1’C 2，⋯，CI， 和CI，rl' 

C 2，⋯ ，C，
， 

，那么 、C 满足式(11)、(10)、(8)， 

即C 和C，是由H确定的一组线性分组码中的码字， 

且汉明距离为 S，S< d，这与假设的 d是这组码的 

最小汉明距离相矛盾． 

(2)必要性 

若校验矩阵 H中存在着d列，使得由这 d列构 

成的子矩阵中，每行“1”的个数都为偶数或 0，如式 

(12)所示，那么根据前面推导的过程可知，由 H确 

定的一组线性分组码中的存在着汉明距离为d的码 

字． 

又不存在任何 S<d列，使得由这列构成的子 

矩阵中，每行“1”的个数都为偶数或 0，同理可证，不 

存在汉明距离小于 d的任何两个码字，即 d为这组 

码的最小汉明距离． 

结论得证． 

以上判定最小汉明距离的过程可以通过软件实 

现，用于在硬件电路制作之前基于对最小距离的考 

虑对校验矩阵进行选择和改善． 

文中采用的软件计算流程如下： 

步骤 1：d取 2(最小距离不能为 1)； 

步骤 2：在 H 中取d列进行异或运算； 

步骤 3：若计算结果为全 0，进行辰骤 4；否则进 

入步骤 5； 

步骤4：输出d并记录位置信息；结束． 

步骤 5：若已完成当前所有 d列组合的遍历，令 

d=d+1，返回步骤 2； 

以上算法在最差条件下将遍历所有个数小于 d 

的排列组合，并在每次列异或运算的最后一位产生 

1，那么时间复杂度的上限为：(cl+c +⋯+ ) 
。 

．  

对于下面的准循环矩阵 H ，利用以上方法，通 

过matlab运算，可以分别得出其对应QC LDPC码的 

最小汉明距离以及产生最小汉明距离的位置． 
H 1= 

[1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 l 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 l 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 

0】1 0 0 0 0】 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0】 

3  

／L  

0  0  

= = 

巾 

口 口 ； ∑ ∑ 



第 6期 李韵姣 ，等：准循环 LDPC码最小汉明距离的计算与校验矩阵的改善 121 

1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0]； 

经计算得 d=6，其中由第 1、3、9、14、22、23列 

组成的子矩阵的每一行含有1的个数都为偶数或0． 

实际上由于 H 矩阵的准循环特性 ，第 2、4、10、15、 

23、24等由以上各列循环移位得到的列组成的子矩 

阵，每一行都含有偶数个 1或 0． 

4 增大最小汉明距离的方法 

对于上面给出的 H 矩阵，如果打破第 1、3、9、 

14、22、23列所构成的子矩阵所满足的每行具有偶 

数或 0个 1的条件，并保证没有个数更少的列组成 

的子矩阵满足这个条件，那么由 H，确定的一组 QC 

LDPC码的最小汉明距离将大于 6． 

根据线性代数中向量的线性相关定理，只需将 

这些列中的某一段进行调整，即可打破这个条件．为 

了保持原矩阵的密度和码率不做太大的改变，以便 

于比较，仅对原矩阵中的个别子循环矩阵进行循环 

移位．这里对 H 矩阵中的 A2】子矩阵循环右移一 

次，得到新的 H，矩阵： 

H2= 

l 1 0 1 1 0 0 0 0 

0 1 0 1 1 0 0 0 

0 0 1 0 1 1 0 0 

0 O 0 1 0 l 1 0 

0 0 0 0 l 0 1 1 

l 0 0 0 0 1 0 1 

1 1 0 0 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 0 0 1 

0 l 0 1 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 0 0 

0 0 0 1 0 1 O 0 

0 0 0 0 1 0 1 O 

0 0 0 0 0 1 0 1 

1 0 0 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 0 0 1 

1 0 1 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 0 0 

0 0 0 0 1 1 0 0 

0 0 0 0 0 1 1 0 

0 0 0 0 0 0 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 1 

0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 l 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 J； 

经过matlab计算，得到最小汉明距离d=8，产 

生最小距离的列位置为：1，2，3，5，13，14，15，19以 

及由这些列循环移位得到的其他列． 

对 H1和H2矩阵确定的QC LDPC码进行译码 

性能比较，对于全零的码字叠加随机错误，采用硬判 

决译码，其译码结果如表 1所示． 

表 1 不同最小汉明距离 QC LDPC码的 

译码性能比较 

为演示方便，所选 H】和 H2矩阵的规模较小， 

且不具有严格的低密度的性质，但可以粗略看出最 

小距离增大后，译码性能得到了改善． 

对于更大规模的矩阵，比较结果如图 1所示．其 

中 H1矩阵通过上述方法计算得出的最小汉明距离 

为 16．H2由H1多次调整得到，调整方法为上文所 

述的对 H 的子循环矩阵进行移位，并避免产生更 

小的码距．最终得到的 H2所对应 QC LDPC码的最 

小距离为 21． 

图 1 相同规模不 同最小汉 明距 离的 

QC LDPC码译码性能比较 

可以看出，在对已有校验矩阵进行分析计算得 

到其对应码组的最小汉明距离以及相关的列的位置 

后，可以采用如下的方法对校验矩阵进行调整：将产 

生最小距离的列所在的子循环矩阵进行尝试性的多 

次循环移位，并保证没有造成更小的汉明距离的产 

生．此方法可以有效增加最小汉明距离，使误码率得 

到降低． 

5 结束语 

文中对线性分组码提出了一种准确计算最小汉 

(下转第 127页) 
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优化方案分支方向预测器实现较复杂，但是分 

支方向预测准确率比mgshare预测器和 bimodal预 

测器都高；采用优化的 BTB，硬件实现存储器和比 

较逻辑面积大幅降低，分支方向预测和分支 目标地 

址预测实现分配合理．和参考方案比较，整体实现面 

积小、功耗低，整个分支处理单元预测准确率高[61． 

5 结束语 

分支处理单元由分支方向预测器和分支目标地 

址预测单元两部分组成，文中通过理论分析、实验论 

证说明了这两大部分各种实现方案的优缺点，并分别 

进行了优化设计．进一步综合数学推导的结论和实验 

得到的结论，提出了自己的分支预测单元：comb分支 

方向预测器和优化的 BTB结构．为了显示该设计的 

优越性，同时实现了一种简单的分支处理单元的参考 

模型：gshare预测器_7j和 BTB．在搭建的 VCS仿真平 

台下进行仿真验证，并用 Power Compiler进行功耗分 

析；用 Design Compiler对分支处理单元进行了综合， 

其中时钟约束在 100MHz，并用Primetime进行了静态 

时序分析．结果表明，该设计相比参考模型具有面积 

小、功耗低及预测准确率高的特点． 
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明距离的方法，并针对 QC LDPC码校验矩阵的准 

循环结构特点提出改善校验矩阵的方法，使最小汉 

明距离得到增加，从而提高了 Qc LDPC码的译码 

性能．对于分析和优化 Qc LDPC码具有一定的意 

义 ． 
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