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基于并行卡尔曼滤波的递推最小二乘测频算法 

孟 真，于进勇，阎跃鹏 

(中国科学院 微电子研究所，北京 100029) 

摘 要 ：提出了一种基于并行卡尔曼滤波的递推最小二乘算法．利用最小二乘算法对卡尔曼滤波的并行 多路收敛 

输出值进行二次优化估计．将本算法应用于正弦波测频，与只采用卡尔曼滤波的算法相比，可使频率估计精度得到 

明显提高．仿真证明在信噪比0~100 dB区间内采用本算法为卡尔曼滤波算法的测频误差的 1／10左右． 

关键词 ：卡尔曼滤波；最小二乘；高斯分布；测频 

中图分类号 ：TN92 文献标识码：A 文章编号 ：1000--7180(2011)03--0001--05 

A Least Squares Frequency M easurement Algorithm 

Based on the Parallel Kalman Filter 

MENG Zhen，YU J in-yong，YAN Yue—peng 

(Institute of Microelectronics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100029，China) 

Abstract：Presents a Least Squares frequency measurement algorithm based on the parallel Kalman filter．The con— 

vergence values of the Kalman filter is in accordance tO the input model of the Least squares algorithm，SO I．east 

squares algorithm can be used tO optimization the output of the Kalman filter．The frequency estimation accuracy can 

be increased significantly by using this algorithm tO only using Kalman filter．It is proved that the frequency estima— 

tion error can be reduced tO about 1／10 when using the Least Squares frequency measurement algorithm based on the 

parallel Kalman filter instead of only using the Kalman filter． 

Key words：Kalman filter；I．east squares；Gaussian distribution；frequency measurement 

1 引言 

本文对卡尔曼滤波的收敛特性进行了研究，对 

典型的卡尔曼滤波器的多次收敛值进行 了理论推 

导，证明了卡尔曼滤波的多次收敛值是以准确值为 

均值，近似满足高斯分布的．因而卡尔曼滤波的多次 

收敛值满足最小二乘的输入模型[1 ]，可以利用最小 

二乘对待求参数进行二次估计，进一步提高估计的 

精度 ，从而提出了基于并 行卡尔曼滤波 的递推最小 

二乘估计算法． 

频率不定时变化的正弦波信号的频率估计问题 

是导航、通信、雷达以及电力传输系统等领域中的一 

个传统研究热点．频率估计值是其它算法的基准参 

数，对估计精度的要求很高l4 ]．本文基于 3点式测 

频算法，首先引入卡尔曼滤波对频率测量值进行首 

次优化估计 ，并对卡尔曼滤波的输出频率估计值进 

行分析，发现其误差分布与本文的理论推导一致，近 

似服从高斯分布．进而提出了采用短数据多通道并 

行卡尔曼滤波、并对多通道卡尔曼滤波输出值进行 

递推最小二乘二次优化估计的正弦波测频算法．研 

究证明增加最小二乘算法后，频率估计的误差值有 

了大幅度减小． 

2 基于卡尔曼滤波输出值的递推最小二乘 

算法 

2．1 卡尔曼滤波输出估计值的高斯分布特性证明 

卡尔曼滤波是一种实时估计的递推算法，对于 
一 个动态系统，卡尔曼滤波采用状态转移方程和量 
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测方程来共同描述．状态转移方程和观测方程表达 

式如下： 

Xk+l— FkX + Vk (1) 

y抖1一 H lX抖1+ U抖l (2) 

式中， 和x抖-为系统在离散时间k时刻和k+1时 

刻的状态向量， 为系统在k时刻的观测向量． 为 

过程噪声向量，它描述状态转移过程中的加性噪声 

或者误差； 为观测噪声向量，它描述观测量测量 

过程中的误差； 和 均为零均值的高斯白噪声． 

设定矩阵 与R 是噪声 和 的协方差矩 

阵： 

rvar(V}(1)) 0 ] 
—

l 0 var(V ))l ) 
R 一[var(Uk)] (4) 

根据式(1)～ (4)，可建立卡尔曼滤波的递推过 

程如下所示． 

状态一步预测： 

X}}l— F X  ̂ (5) 

P抖1j 一 FkP F̂ +Q女 (6) 

状态更新： 

KG抖l===p抖ll女H2’(H 抖lI H +R女)一 (7) 

X抖1一 X抖1 J女+ KG抖1( 1一 H X̂抖1I ) (8) 

P抖1一 (J— KG抖1H )̂尸抖1Î (9) 

卡尔曼滤波的原理是利用不断更新的测量值 

来估计待求状态向量 ．其主要原理是利用 

过程噪声协方差矩阵 和观测噪声协方差矩阵R 

两个参数共同描述待求状态向量的观测值和准确值 

之间的误差，从而一定程度上消除误差的影响，估计 

出待求状态向量的最优近似值． 

卡尔曼滤波过程中，如果在每次循环中矩阵 

和R 所设定的过程噪声和观测噪声能够与实际测 

量误差所等效的过程噪声和观测噪声完全保持一 

致，则卡尔曼滤波的参数估计值能够实现等于准 

确值． 

然而，由于实际测量值具有未知的随机特性，因 

此卡尔曼滤波每次循环中，矩阵 和R 的设定值 

都会与实际测量值的等效噪声矩阵之间存在一定的 

随机误差，进而造成卡尔曼滤波的参数估计值也产 

生随机误差．并且实际测量信号的信噪比越低，矩阵 

和R 的设定值与实际测量信号的等效噪声矩阵 

之间存在的随机误差就越大，参数估计值的随机误 

差也相应越大． 

假设在每次循环中，矩阵 和R 的设定值与 

实际测量信号的等效噪声矩阵之间的差值矩阵为 

△ 和 ．矩阵 和R 的设定值是与信噪比相关 

的值，在一次循环中矩阵 和R 的设定值可以看 

作一个固定值．由于矩阵 和R 的设定值都与实 

际测量信号的等效噪声矩阵之间的误差是随机的， 

因此 AQ 和 AR 同式(3)所示的矩阵 和R 一样 

也是高斯白噪声的协方差矩阵．此时，△ 和△R 也 

可以写为 

rAvar(V (1)) O 1 

：xQ 一l o △var(V ))．j ∞ 
AR女一 [-Avar(U~)_J (11) 

式中，Avar(V (1))、Avar(Vk(2))、Avar(U )为每个 

循环中设定值与实际值间的误差，均满足零均值的 

高斯分布． 

以下以状态向量 为 2×1维向量，观测向量 

为 1×1维向量时为例进行研究．在此例情况下 

为 2×2维矩阵，H抖 为 1×2维矩阵，如下： 

F 一『- ̈ ： ]；H抖 一EF／ H ](12) L，
21 ，22-J 

由于卡尔曼滤波为线性滤波，因此 和H抖 矩 

阵内的元素均为常量． 

假设卡尔曼滤波完成一次收敛需要 N次循环， 

完成一次收敛矩阵 和R 的平均误差矩阵记为 

aQ和 AR，则 ：xQ和AR为 

AQ 

一 『I 0] (13) 
L 0 A 2_J 

△R一[ △Var( ’]一[△R] (14) 
由于 Avar(V (1))、Avar(V (2))、Avar(U )在 

k一1：N区间内均符合零均值高斯分布，因此它们 

的和值 △Q 。、△Q2 和 △R也都满足零均值的高斯分 

布．将式(13)、(14)带人式(6)～ (8)可得完成一次 

收敛过程中状态参量估计值与准确值之间的平均误 

差与 △Q 、AQ2z和 △R的关系为 

AX(1)一 +C1 ) 

AX(2)= +C2 (16) 

式中，C 、C2表示与 △Q。 、△Q2。和 △R无关的常量． 

以式(15)为例进行分析，式(15)可以另写为 

2  

0  

△ 

N∑㈦ 一N 

O  

△ 
N∑ 

一N 
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AX(1)一 Fu + C1 (17) 

△Q1l’AR 

由于 AQ 和 AR均满足零均值的高斯分布，因 

此AX(1)的均值也必然为零．下面分析的AX(1)方 

差，分为 2种情况： 

(1)AQ11和 △R的方差 O'z~1 、 满足 △o > 

1 

△R或者 △Q < 1 drL~R，则可近似为 

△x(1)≈j寿 蚂1> (18) △X()≈ ～ ～ (8) 
IFllAQll；O'zxQll<亡 

(2)AQ 和 二者的方差近似相等时，则可 

近似为 

AX(1)≈ △R≈ 

≈ (19) 

由于 和 F △R都为零均值的高斯分布，因 

此 1)可以近似

l

认

l

AX( 为满足高斯分布，进而 ／xX(1) 

可以近似为均值的高斯分布．其具体分布状态由 

和 1 AR之问的大小关系决定．同理 AX(2)也 

服从同样的分布状态．因而可以说明卡尔曼滤波的 

参量估计误差是一个近似满足零均值高斯分布的 

参量． 

2．2 最小二乘法对并行卡尔曼滤波输出进行二次 

优化估计 

最小二乘法通过最小化误差的平方和寻找参量 

的最佳估计，使得待定参量与实际值之间误差的平 

方和为最小．最小二乘法估计的对象的模型如下： 

l，===1t0+N (20) 

式中，日为待定参量的矢量表示，y为多次测量值的 

矩阵表示，N为 0均值高斯白噪声矩阵表示． 

根据 2．1节中的结论，可以发现卡尔曼滤波的 

参数估计的输出值是一个符合最小二乘模型的输人 

参量．由于卡尔曼滤波的估计误差均值为零，并且最 

小二乘是一种无偏估计，因此采用最小二乘法对卡 

尔曼滤波的多次收敛的估计值进行优化，可以得到 

更加准确的估计值． 

本文提出的基于并行卡尔曼滤波的最小二乘算 

法就是基于以上原理，根据卡尔曼滤波的输出特性， 

综合利用卡尔曼滤波和最小二乘得出的． 

最小二乘估计可采用递推算法实现如下： 

P抖1===P 一PkH 1[H抖lPkHT1]叫H抖1 

(21) 

Ls(志+1)一 Ls(志)+PP抖1H 。[ 一 Ls(志+1)一 Ls(志)+ 抖1H lLy抖l— 

H抖 (志)] (22) 

将卡尔曼滤波的多次收敛值代人式(21)、(22) 

即可实现基于卡尔曼滤波的递推最小二乘算法． 

3 基于卡尔曼滤波输出的最小二乘算法应 

用于正弦波测频 

本节基于卡尔曼滤波的递推最小二乘算法应 

用于正弦波测频，提出了一种基于卡尔曼滤波输出 

的最小二乘正弦波测频算法． 

3．1 正弦波测频算法实现 

正弦波测频算法主要分为两部分：5通道并行 

卡尔曼滤波器部分和对各通道卡尔曼滤波器输出值 

进行二次优化的最小二乘部分．算法实现的结构图 

如图 1所示． 

[夏 ． 一 

丑 一  
． ： <3> ．． 

回  I— — - ——__J 

匝《墨二二二兰== ‘．．． 
一  ’’

．

、 

图 1 基于并行卡尔曼滤波的 

最小二乘测频算法结构图 

图 1上半部分给出的是并行卡尔曼滤波器结 

构．并行卡尔曼滤波算法采用 5个并行的滤波通道． 

每个相邻滤波通道之间的工作时间间隔为 20个采 

样数据长度，每个通道的单周期工作时长为 100个 

采样数据长度．并行卡尔曼滤波器起始阶段第 1通 

道首先开始工作，之后每间隔 20个采样时长下一通 

道开始工作，至第 5通道后间隔 20个采样时常转换 

回第 l通道，从而实现 5通道并行循环工作． 

图1下半部分给出的是最小二乘部分结构．并 

行卡尔曼滤波器的输出值作为最小二乘算法的输人 
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值，最小二乘算法的递推运行过程在式(21)和式 

(22)已经给出．为了在正弦波频率发生变化时算法 

能够快速跟踪信号频率值的变化，最小二乘算法中 

设置有计数器K．计数器 K初始值为0；当某一时刻 

的并行卡尔曼滤波输出值大于最小二乘上一时刻的 

输出值时，计数器K加 1；小于最小二乘上一时刻的 

输出值时，计数器K减 1；等于最小二乘上一时刻的 

输出值时，计数器K保持不变．当计数器K< 5时， 

最小二乘按照式(21)和式(22)给出的递推算法正 

常工作；当计数器 K≥ 5时，最小二乘法重新启动， 

同时计数器 K归 0． 

其中卡尔曼滤波部分的正弦波频率测量采用 3 

点式测频算法，3点式测频的运算量极少，但是其测 

频精度较低．3点式测频算法其原理如下： 

正弦波等时间间隔的 3个相邻时刻采样值呈现 

周期关系，在(￡一To)、t、(￡+To)3个时刻信号采样 

值满足： 

cosE2~rf( +To)]一2cos[2 T0]cos(2 厂『o)一 

eosE2~rf(￡一 )] (23) 

令 

S — cos(2~rft) (24) 

利用式(23)给出的关系，利用正弦波任意相邻 

3个采样值，均可以求得一个频率值： 

厂= flrceos (25) 

因此卡尔曼滤波的状态向量设定为 1维向量， 

如下 ： 

一  (26) 

将式(26)代入式(5)～ (9)所给出的递推公式 

即可实现卡尔曼滤波估计．将估计值代入式(25)即 

可求得频率估计值． 

X 的估计只是一个 1维向量的估计，单路卡尔 

曼滤波运算量极低，因此 5路并行滤波器的运算量 

相较于矩阵运算仍然很低，利于实现频率的实时 

测量． 

3。2 性能仿真 

(1)只采用卡尔曼滤波算法的频率估计值的 

误差． 

通过仿真研究待测正弦信号信噪比取值区间为 

0~100 dB、间隔为1 dB时只采用卡尔曼滤波算法 

的频率估计值的误差．仿真采用以下条件为例：待测 

正弦信号频率为 10 MHz，AD采样频率 250 MHz． 

在每个信噪比取值点，采用 500次 Monte Carlo仿 

真来求取平均值． 

图2中给出了信噪比0～100 dB区间内只采用 

卡尔曼滤波时正弦波的频率估计误差，可以发现误 

差较大．在 20 dB时的测频误差为 170 kHz；40dB 

时的测频误差为 78 kHz；60 dB时的测频误差为 

】6 kHz． 

图 2 只采用卡尔曼滤波算法的频率估计值的误差 

(2)卡尔曼滤波输出频率估计值的误差的分布 

情况 

研究正弦信号信噪比取一定值时，卡尔曼滤波 

估计值的多次收敛值与准确值之间的误差的分布情 

况．采用 10 000次 Mentor Carlo法仿真频率值的估 

计误差的分布情况，信噪比取值选择较小时的 10 

dB和较大时的 60 dB，仿真结果分别如图 3(a)和 

(b)所示． 

图3中柱状高度表示的是频率值的估计误差的 

区间分布情况，菱形连线表示的是零均值相同方差 

的理想高斯分布．其中图 3(a)中为信噪比取 10 dB 

时的对比情况，图3(b)为信噪比取 60 dB时的对比 

情况．可以发现在信噪比较低和信噪比较高时，频率 

值的估计误差均与零均值高斯分布近似．证明了本 

文第 2．1节中理论推导的正确性． 

(3)基于5通道并行卡尔曼滤波的递推最小二 

乘算法后的频率估计值误差 

为了与 I中只采用卡尔曼滤波算法的频率估计 

值的误差进行对比，本仿真中采用与 I中完全一致 

的条件． 

图 4给出了基于 5通道并行卡尔曼滤波的递推 

最小二乘算法后的频率估计值误差，对比图 2可以 

发现测频误差在各个信噪比取时，都有了较大幅度 

的降低．同样在在 20 dB时的测频误差降低为 18 

kHz；40 dB时的测频误差降低为 7．1 kHz；20 dB时 

的测频误差降低为 1．9 kHz． 
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测频误差区~~／kHz 

(a)信 噪~IR10dB时 

测频误差区域／kHz 

(b)信 噪比取60dB时 

图 3 频率估计值的误差分布与理想高斯分布对比图 

图 4 基于 5通 道并行卡尔曼滤波的递推 

最小二乘算法的频率估计值误差 

图 5中给出了只采用卡尔曼滤波算法与采用基 

于 5通道并行卡尔曼滤波的递推最小二乘算法的测 

频误差的对比．其中： 

M一只采用卡尔曼滤波算法的频率估计误差／ 

采用基于 5通道并行卡尔曼滤波的递推最小二乘算 

法的频率估计误差 (27) 

可以发现，在整个信噪比区间，基于 5通道并行 

卡尔曼滤波的递推最小二乘算法的频率估计值误差 

图 5 两种算法频率估计误差之 比 

均可以降低为只采用卡尔曼滤波算法的 1／10左右， 

证明了基于并行卡尔曼滤波的递推最小二乘算法优 

良的参数估计性能． 

4 结束语 

本文对卡尔曼滤波的多次收敛值的分布特性进 

行了理论推导和计算机仿真分析，发现多次收敛值 

的分布近似服从零均值的高斯分布，并根据这一分 

布特性提出了一种基于并行卡尔曼滤波的递推最小 

二乘算法，可以在卡尔曼滤波参数估计的基础上，进 
一 步提高参数估计的精度．将本算法应用于正弦波 

测频，采用短数据长度的多通道卡尔曼滤波对参量 

进行并行估计，进而对卡尔曼滤波输出值进行递推 

最小二乘优化估计．仿真证明了本文理论推导的正 

确性．采用基于 5通道并行卡尔曼滤波的递推最小 

二乘算法的测频误差与只采用卡尔曼滤波算法相 

比，在 0~100 dB信噪比取值区间，测频误差均可以 

减小到 1／lO左右，误差降低幅度很大． 
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