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广义 Voronoi图的快速生成算法 
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摘 要：广义 Voronoi图(GVD)的生成可以分为直接法和近似法．利用 VI)C(Van Der Corput)采样序列，结合了近 

似法，设计了一种基于 VDC采样序列的GVD生成算法．该算法改进了一般生成 GVD的近似方法，使得点集的采 

样可以增量进行，并且精度可控，提高了现有 GVD生成算法的性能． 
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A GVD Algorithm Based on VDC Sampling Sequence 
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Abstract：The method of figuring out Generalized Voronoi Diagram (GVD)can be categorized into direct and ap— 

proximate methods．The paper combines VfX；(Van Der Corput)sampling sequence and approximate method to de— 

sign a GVD algorithm based on VIX2 sampling sequence．The algorithm improves common approximate GVD algo— 

rithm，sampling process is incremental and precision is controllable，thus current GVI)algorithm performance is en— 

hanced． 
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1 引言 

Voronoi图(Voronoi Diagram)作 为一种 通用 

的几何结构 ，在物理学 、天文学 、地理信息系统、计算 

机图形学、图像处理、机器人学等众多领域都有着广 

泛应用 ． 

Voronoi图的历史可以追溯到 19十fc纪中期，在 

机器人学方面的应用至今仍频频出现 ．在机器人 

运动规划中，障碍物不能用质点来表示，基点变为线 

段、多边形或多面体，此时的Voronoi图称为一般或 

广 义 Voronoi图 (Generalized Voronoi Diagram， 

GVD)l3]，GVD正好表示了 Voronoi划分区域之问 

的拓扑连通关系．1大j此研究 GVD的快速计算有很 

广泛的理论和应用意义． 

GVD的构建分为直接法与近似法．直接法直接 

计算组成 Voronoi边的线段和曲线，曲线边的计算 

复杂而且往往一种算法只能用于特定的简单环境， 

因此绝大多数的方法都是近似法．文献[4]首先用一 

组点集逼近多边形的边界，计算出这些点集的普通 

Voronoi图，然后移去多余的Voronoi边和点．文献 

[5]也采用 r这种点集逼近的方法，但是提出了用点 

近似 Voronoi图与被近似的一般 Voronoi图中对应 

Voronoi边所围区域的面积来衡量近似程度的观 

点，分析了影响近似效果的因素，用这个近似程度来 
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控制精度，选择采样点的数量． 

这两种通用方法，精度可随着采样点的增加而 

增加，因此经常被采用．但是由于要么采用了直接对 

几何边均分获得采样点的方法，要么直接在以前的 

采样点之间添加新采样点，每一次提高精度，前者必 

须重新计算采样点，后者则无法保证采样的均匀性， 

因此本文提出了一个有效的采样方法以提高采样的 

效率并保证采样的均匀性，并设计了一个 GVD生 

成算法，实验结果证明可以有效提高算法效率． 

2 VDC采样序列 

采样序列可以定义为一个点集族，这个序列应 

该具有这样一个我们期望的性质：对于在一个空间 

上的无限采样序列，序列最终应该到达空间的每一 

个点．对于在多边形线段边界上采样，这个性质实际 

是不可能的，因为一个线段可以映射于闭区问[0， 

1]，而区间[0，1]中的实数点是无限不可数的[ ．但 

是一个序列任意的逼近空间中每个点是可能的．在 

拓扑空问中就是稠密这个概念：设 U和 是拓扑空 

问中的集合，假如 的『才J包cz( )一V，U称为在 

中是稠密的．采样序列的集合如果是稠密的，那么称 

序列是稠密的．另一个期望的性质是均匀性，直观上 

解释，采样点应该尽量全面地代表被采样空间，如果 

采样点分布得越均匀，就越能代表被采样的空间． 

对于[o，1]，任何分子是 1的分数序列是它的 

子集，满足稠密的定义，因此我们可以用分数序列逼 

近它上面的点，再映射到被采样的线段上对应的采 

样点．因此根据设定的采样点数量对[O，1]均分就 

可以产生一个分数集合，不同数量就产生了一个不 

同精度的采样序列，并且它们都是很均匀分布的．这 

种简单的采样虽然直观并且均匀性好，但是每当需 

要增加采样点提高精度，所有的采样点位置都必须 

重新计算，如果旧采样点位置保持不变，只是新增加 

采样点的话，势必又会破坏均匀性．为_r解决这个问 

题，我们采用了荷兰数学家 Van Der Corput提出的 
一 种采样序列[7]，以下简称为 VDC序列． 

为了解释VDC序列，假设在[O，1]放置 16个采 

样点，最容易的均分产生点集 S一{i／16l O≤i<16}， 

点之问问隔为均匀的长度 1／16．对于如何把它变成 
一 个序列，并且在采样点数量增加和减少的同时保 

持一定的均匀性，表 1显示了 VDC如何做到这点． 

开始的两列是一种简单采样方法，按值的增加排序 

将 S转换成一个序列，问题是在 i小于 8时，有一半 

的空问被忽略，i变化时难以保证采样的均匀性．当 

序列用二进制数表示时，VDC序列用反转二进制位 

顺序的方法解决了这个问题．在原始序列中，最高位 

仅仅变化一次，而最低位每一步都变化，反转后最高 

位每一步都在变化，这表示序列的新采样点总是在 

区间的上半部分和下半部分交替取样．表 1的第 3 

和 4列显示了原始的和反转后的二进制数表示．最 

后列展示了每一次新增加的采样点 ( )(黑点)优 

雅的在区间中移动． 

表 1 VI)C序列 

原始 二进制 反转 的 VDA 
【0，11中的点 l 序列 

一

进制 序列 

1 0 ．0000 0000 0 

2 I，l6 000I l000 1／2 

3 l，8 0010 0l00 l／4 o————■●————o——————————_o 

4 3，16 001l 1100 3／4 o————o———— 卜————●————_o 

5 l／4 0l00 00l0 1／8 o—-●— 卜————o—————●————_o 

6 5／1 6 01 01 10l0 5／8 O---<1---O C ~- 

7 3／8 O¨O O“ 0 3／8 $ O---O--O--------O 

8 7／16 0I1l l110 7／8 o—_(卜—o—_‘)_—O——O—一c卜—●．．_o 

9 1，2 1000 000 l／16 o●_c卜—o— D—一c卜—o— D——o— o 

l0 9／16 1001 lO01 9／l6 oo 卜—o— — ● —o—-o—_o 

lj 5／8 l0l0 0l0l 5／l6 oo 卜—o●0— o_c卜-—o——D-_o 

J2 1l／16 1O1 J llO1 】3／16 oo_c卜—oo勺— 》o_c卜-—o● 卜_一D 

l3 3／4 ll00 0O1l 3／l6 oo_‘ ●oo0— o_c_’—o -c卜_o 

l4 13／16 110l 10l】 1 3／16 oo_c．c × o—_(卜o_c— D0_。h__o 

15 7／8 11l0 01l1 7／l6 oo_‘× oo_。_．卜cHD叼_cH)_o勺—_o 

l6 15／l6 1Ill I1l1 1 5／16 oo_c．o-cK卜( >o0_c H)_D．o 

和原始序列比较，VDC序列中v(i)总是远离 

( +1)，更进一步，任何一个 个点的序列总是比较 

合理地均匀分布在区间中．当 i是 2的幂时，分布最 

为均匀，对于其他的 i，任何长度问隔 z内包含的点 

数都近似为i×z，仍然具有较好的均匀性．例如 i一 

10时，任何长度为 1／2的问隔总是近似包含 5个采 

样点．使用 VDC序列，在产生GVD时，控制精度更 

加方便，并且由于优良的均匀性，性能也可以得到改 

善．基于 VDC序列的 GVD计算结果如图 1所示． 

采样数为230和440的计算结果如图2所示． 

图 1 基于 VDC序列的 GVD计算结果 

3 基于 VDC序列的 GVD 

对于如何判断近似 GVD的精度，文献[5]用对 

应 Voronoi边所围成的区域面积的接近程度来衡量 
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(a)初始环境 (b)计舁结果(采样数125) 

图 2 采样数为 230和440的计算结果 

近似程度的高低，但是该方法巾，需要选取一个近似 

对象以外的母点，该母点如何选取以及对结果有何 

影响作者并未提出有效的方法，因此该方法的实际 

应用效果并不好．GVD的近似计箅实际是一个逼近 

GVD的过程，而精确的 GVD其长度是一定的，因 

此近似 GVD的长度可以作为近似程度的衡量．结 

合上述 VDC采样序列，我们设计了一个计算 GVD 

的算法，如下： 

基于 VDC的GVD近似算法 

(1)设置每个线段初始采样点的数量； 

(2)用函数 VDC( )计算每个线段上采样点 

位置； 

(3)用 Fortune算法计算Voronoi图； 

(4)删除 Voronoi图·{·同一对象的采样点所产 

生的边和顶点，剩余边即为 GVD； 

(5)增加采样数量，重复(2)～(4)，产生新的当 

前 GVD； 

(6)比较当前 GVD与上一个 GVD边总长的 

差异，假如差值小于预先设定的精度值，当前 GVD 

即为所求结果，继续下一步，否则转到(5)； 

(7)结束 

(1)中，采样点的设置是首先选取障碍多边形中 

任意一个线段为参考线段，设置采样点数后，其他的 

线段则按照长度 比例设置采样点的数量．(2)中， 

VDC(n)是反转字节的函数，将计算出的数值从[o， 

1]区间按比例映射到需采样的线段上即可得到采样 

点的坐标， 最大为该线段的采样数，时间复杂性是 

线性的．(3)中的Fortune算法是一个经典的平面扫 

描算法，可以在 ()(72 log(n))的时间内构造出整个 

Voronoi图．(4)中只要对所有的 Voronoi边遍历一 

遍即可得到，时间复杂性是线性的．设定精度后，计 

算 Voronoi图的次数是常数，因此整个算法的时间 

复杂性维持在O(n log(n))．与其他算法相比，v6c 

采样序列使得产生的GVD从均匀性上来说更接近 

实际GVD，而且采样点可以增量的添加，操控性能 

良好．图 1右边是左边计算后的结果，总采样数为 

125，图2是另外两个结果，其右侧图已经达到精度 

要求．从这些图可以看出随着采样精度的增加，近似 

(；VD越来越接近精确的曲线 GVD． 

4 实验与分析 

对简单采样法和 VDC采样，我们分别进行了 

GVD的计算，VDC方式用 VDC序列增量计算采样 

点位置，普通采样方式将采样线段均分后计算采样 

点位置，由于采样都是线性的，也都采用了Fortune 

算法计算 Voronoi图，所以理论的时间平均复杂性 

都是 O(nlog( ))，但是 Ⅵ)C采样可以从技巧上节 

省不少时问．实际计算结果如表 2所示，其中的采样 

数指参考线段的采样数．将表 2中的结果绘制为折 

线图(图3)可以清楚地看出 VDC一定程度上节省 

的计算时问，这是由于每次采样数增加时，VDC只 

是计算新增加的采样点，而普通采样每次所有的采 

样点都需要重新计算． 

图3 普通采样与 VfY,．2采样计算 GVD的 

时间复杂性比较 

表 2 两种采样方式计算 GVD的结果 ms 

采样数／个 VIK；采样 普通采样 

】5．4 

3O．6 

3O．9 

32 

46．9 

69．8 

79．3 

lO9．7 

l25．9 

l31．8 

5 结束语 

本文对计算几何中 Voronoi图的扩展形式一 

GVD的计算进行丁探讨，针对近似法生成 GVD中 
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的采样问题，使用了 VDC采样序列改善了近似法 

生成 GVD的性能，设计的算法精度可以调控，实际 

的时间复杂性比基于普通采样的方法有所提高，实 

验结果证明了算法的有效性． 
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