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摘 要：研究了一个新的分数阶系统的混沌动力学行为．基于分数阶微积分理论和数值模拟，发现在该新的分数阶 

系统 中存在混沌，并且得 出该分数 阶系统能产生混沌吸引子的最低 阶数为 2．49阶．根据分数 阶动力系统稳定 性理 

论 ，通过 设计非线性控制器，_实现 了新的分数阶混沌 系统 的投 影同步，该方 法设计 简便 ，并且 不需要计算 Lyapunov 

指数，数值模拟结果验证了该同步方法的有效性． 
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1 引言 

近十几年来 ，分数 阶微积分理论在松 弛、振荡 、 

湍流、控制等领域得 到了广泛应用 ，特别是近年来 ， 

分数阶动力系统的混沌现象研究引起了人们的广泛 

兴趣 ，人们在研究蔡氏电路_】]、Chen系统[2 等混沌 

系统的过程中发现 ，当混沌 系统 的阶数为分数时仍 

然出现混沌现象 ，并且更 能反映系统 的工程物理现 

象，从而促进了分数阶混沌系统的研究 以及分数 阶 

微积分理论的发展． 

自从 1990年 Pecora和 Carroll做 出关于耦合 

混沌系统同步性质研究的开创性工作以来 ，提 出丫 
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很多有效的混沌控制方法I ．由于投影 同步可以把 

二进制数扩展到 M 进制来实现通信信号的更快传 

输 ，因此对此类同步现象的研究 已成为混沌系统同 

步研究的一个新方向． 

本文基于分数阶系统稳定性理论_4]，通过设计非 

线性控制器，实现了分数阶混沌系统完全状态投影同 

步，该同步方法理论严格，设计简单 ，且无需计算系统 

的条件 Lyapunov指数 ，能够达到任意比例因子的完 

全状态同步．数值仿真结果证实了该方法的有效性． 

2 分数阶微分及近似算法 

分数 阶微 分 有 多种 定 义 _6l，常 用 的 是 Rie一 

．  
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mann—I iouville定义 的分数 阶微分 和 Caputo定义 

的分数 阶微分 ，本 文采用 Caputo定 义的分数 阶微 

分_6]，其数学表达式如下 ： 

D ( )一 j,n～Y ’(Iz) (1) 

式 中，m 一 [a]，为第一个不小于 a的整数 ，Y 为 Y 

的 阶导数 ， 是阶 Riemann—Liouville积分算子 ， 

定义如下 ： 

㈤ 一 c2 

目前 ，实施分数阶微积分运算 的求解方法有 多 

种 ，但常用的方法主要有波特 图近似方法 和预估 
一 校正算法 ]，下面简单介绍本 文利用 的预估 一校 

正方法 ，即广义的 Adams—Bashforth Moulton 

方法 ，考虑如下微分方程 ： 

』 dax一厂( )，。≤ T (3) 
Iz (0)===z ，k一 0，1，2，⋯ ， 一 1 

与式 (3)等价的 Volterra积分方程为 

z 一

。 

” + 磬出 ㈩ 
式(4)可离散化为 

)一薹k 0 鲁+ ⋯ 一 。 l⋯一， 
))+ ∑aj,n+l ， 

式中， 

-z (￡计 )一∑z 等+ 0 n· 

㈩tj )' 

aj．n+ l —  

r 升 一 (，z一 口)( + 1) ，i一 0 

l( 一J+2) + ( J) 一 2( —J+ 1) ， 

1 1≤J≤n， ，计 一 (( 一J+1) 一(”一j：) )’ 
一  + 

3 新的分数 阶混沌 系统 

3．1 分数 阶系统存在混沌的必要条件 

分数阶线性系统的稳定性 已经得到了深入 的研 

究 ，并且得到了分数阶线性系统稳定的充分必要 条 

件 ]．考虑如下一类分数阶系统 ： 

D。 — Az-， (0)一 z ， (5) 

式中，0< ≤ 1，3：7∈ ，A∈R ．如果I arg(eig(A))l 

>研／2，则分数阶系统(5)渐近稳定．图1所示为线性分 

数阶系统的稳定与不稳定区域分布． 

Jw  

Stable Stable ／ ／
unstable ／ 

／ ＼ 一|2 
一 一 ／2 

Stable 
＼＼ 

unstable ＼ 
St ble ＼ 

图 1 线 性 分 数 阶 系统 的稳 定 

与不稳定区域分布 图 

在非线性系统中，鞍点可分为 1类鞍点和 2类 

鞍点．1类鞍点指的是 ，其中一个特征值处于不稳定 

区域 ，而其他特征值均处于稳定 区域 ；2类鞍点指的 

是 ，其中一个特征值处于稳定 区域 ，而其他两个特征 

值均处于不稳定区域．在混沌系统中，涡卷产生在 2 

类鞍点周 围，而 1类鞍点仅仅负责连接这些涡卷．假 

设混沌系统 主一 厂(z)有三个平衡点 ，如果该系统有 

双涡卷吸引子，则其中一个平衡点为 1类鞍点 ，其他 

平衡点为 2类鞍点．假设是其中一个 2类鞍点的不 

稳定特征值 ，则分数 阶系统 (5)存在混沌 的必要条 

件是使得特征值处于不稳定 区域 ，即 

tan(art／2)> I ImG1)l／Re(A) 口> 

兰arctan(1 ImG)l／Re(a))， (6) 

式 中，ImO,)表示特征值 的虚部，Re(X)表示特征 

值 的实部． 

3．2 新的分数阶混沌 系统动力学行为分析 

文献[9]中提出了一个新的混沌动力学系统并 

用电路实现 ，它由如下的三维 自治方程组来描述 ： 

r 。。 a(y—— ) 

Y — bx + cy 一 腰  (7) 

I乏一_z 一hz 

式中，z、 、z为状态变量，a、b和C为系统的控制参数．当 

参数 a一20、b一14、c一10．6和h一 2．8时，系统(7)进 

入混沌状态，图 2所示为新系统(7)的混沌吸引子． 

系统 (7)的分数阶形式可用如下 的三维 自治微 

分方 程组 来描 述 ： 

f dax一Ⅱ(Y一 ) 
J d 

{ d~y一 + 一戤，0<a≤1， (8) l 
一 z z

一  ̂
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图 2 新的混沌 系统 (7)的吸引子 

令 d~z／dt ===0，doy／dt 一 0，doz／dt 一 0，可得系统 

(8) 的 平 衡 点 为 (O，0，O)、E (,／h(6+f)， 

~／ (6+c)，b + c) 和 E2(一 ,／h(6+c)， 一 

~／ (6+c)，b+c)．当a一 2O、b一 14、c— lO．6和 h 

一 2．8时 ，可求得分数阶系统 (8)的三个平衡点分别 

为 (O，0，0)、E1(8．299 4， 8．299 4，24．6) 和 

E2(一8．299 4，～8．299 4，24．6)，各平衡点 的特征 

值分别为 

E0： 1一一 27．373 6， 2— 17．973 6， 3=～ 2．8； 

El： 1===一 18．683 9， 一--3．241 9+ 11．707 2i， 

3— 3．241 9— 11．702 7i； 

E2： ===一 18．683 9， 2— 3．241 9+ 11．707 2i， 

。一 3．241 9— 11．702 7i． 

显然 ，平衡点 是 1类鞍点 ，E 、Ez为 2类鞍 

点．根据不等式 (6)，分数阶系统 (8)中存 在混沌的 

必要条件为 a> ~arctan(f Im( )f／Re(,l：))或 a 
丌  

> ~arctan(1 Ira(2 3)l／Re(~3))．容易得 到 ，a≈ 
7f 

0．83，则分数 阶系统(8)中存在混沌的最低 阶数为 

2．49． 

在本文的所有数值模拟中，我们都将利用预估 
一 校正算法去求解分数阶微分方程．图 3给出了当 

分数阶 a分别为 0．96、0．9、0．83、0．75时，分数阶系 

统 (8)的相图．由图 3可看出，当 ≥ 0．83时，分数阶 

系统(8)处于混沌状态． 

4 分数阶混沌系统的同步 

4．1 分数 阶混 沌 同步 设计 

考虑如下一类分数阶混沌系统 ： 

鲁一厂 ) (9) 
式 中， ∈R”为状态变量 ，

．

厂(z)：R”一 R”为光滑的 

非线性函数．假定系统 (9)为驱动系统 ，引入控制器 

“：R 一 R ，则响应系统可表示为 

(a)口=O．96n't分数阶系统 (b)d=0．9时分数阶系统 
(8)的混沌吸引子 (8)的混沌吸引子 

(c) =0．83u~t分数阶 系 统 (d)a=0，75时分 数 r糸 撬 
(8)的混沌吸引 (8)的极限环 

图 3 分数 阶系统(8)的相图 

d~y
— g( )+ ( ， ) (1o) 

式 中， ∈R 为响应系统的状态变量 ，g( )：R”一 

R”为关于 的光滑非线性函数，“(0，O)===0．驱动系 

统(9)与响应 系统(10)的同步误差定义为 e= z— 

My，假设存在 对角矩 阵 M — dlag{~，⋯， )(M E 

R ”， ≠ 0)．对 于任 意的初始值 z(O)、 (0)，如果 

lim 。。Il e【l一 0成立 ，则驱动系统(9)与响应系统 

(10)达到了投影同步． 

基于以上分析，我们研究新的分数阶混沌系统 

的投影同步．令驱动系统为 

f 一 ～ ) 

J 一 。+ --Xl Zt ⋯ 

I m hz] 
响应系统为 

f 一 z～ ) 

J 一 z+ z E．7c2 z2+ (12) 

{ d~z 2一z!一k z+“z 
这里 、“ 是非线性控制器 ，可使得驱动系统 

(11)和响应系统(12)达到投影同步．定义同步误差 

为 8】= z2一 1，P2一 2一 1，e3一 2一 1( 为 

投影同步 比例因子)．根据式(11)和 (12)，可得到如 

下 的误 差 系统 ： 

、 ，- 

一 
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f 一一 十 z 

{ 一 + 。--X2Z2+ +乱 (13) 

l 一一 。+z；一 + 
根据分数 阶动力系统稳定性理论 ，为获得驱动 

系统(11)和响应系统 (12)的投影同步 ，必须使得误 

差系统(13)在原点渐近稳定 ，为此设计非线性控制 

器为 

“ 一一 一 ‘ 十 ’ z十 zz z一 
(14) 

1 z一一z；+ ； 

将式(14)代人式(13)可得 

I 一 十 z 

j 一～e ．(15) { 一～ z · 

l 一～ 

．，一 

为 a===0．96、 ===一0．5时的同步相图与同步误差． 

(f)， (f) 

(a)驱动一响应系统在 —z坐标系统 的投影效果圈 

t 

(b)同步误差 曲线 

图 4 当 口一 0．9，．8— 2时驱 动系统(11)和 

响应 系统 (12)投 影同步模拟结果 

i(f)． ：( ) 

fa)驱动一响应系统硷 一：坐标系统的投影效果 

I — el 

＼ ⋯·e2 ．＼ 
一 e3 

t ＼
～  

{ 

● 

t 

fb)同步漫差曲线 

图 5 当 a一 0．96，口一一0．5时驱动 系统(11)和 

和 响应 系统 (12)投影同步模拟结 果 
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5 结束语 

基于分数阶微积分理论 ，研究 了一个新的分数 

阶系统的混沌动力学特性．数值模拟证明该分数阶 

系统确实存在混沌 ，并且得出分数 阶系统能产生混 

沌吸引子的最低阶数为 2．49阶．基于分数阶系统稳 

定性理论 ，设计了非线性控制器 ，从而使得分数阶}昆 

沌系统达到混沌投影同步．该方法设计简便 ，不需要 

计算 Lyapunov指数，数值仿真结果验证了该同步 

方法的有效性． 
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元来改进部分积产生电路 ，并对部分积压缩电路进 

行了关键路径优化 ，进一步降低了电路延迟和功耗． 

所采用的电路优化在对并行乘法器整体性能改进的 

同时，有效地降低了乘法器电路 的功耗．为了进一步 

改善并行乘法器的性能、功耗和面积，下一步工作将 

从部分积产生以及压缩树算法上对并行乘法器结构 

进行优化改进． 
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