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快速球谐函数展开的并行算法设计及实现 

王 翔，宋君强，卢风顺，杨锦辉 

(国防科学技术大学 计算机学院，湖南 长沙 410073) 

摘 要：球谐函数展开是一种广泛应用的数学方法．在研究Rokhlin-Tygert球谐函数展开快速算法(RT算法)的 

基础上，扩充并完善了RT算法，建立了所有阶连带 Legendre多项式展开系数的计算过程，进而研究了该算法的 

MPI并行策略并给出了RT并行算法．数值实验表明，RT算法的计算量随三角截断波数的增大而急剧增长；MPI 

并行技术能够有效提高其运算速度，较好地提升算法的整体性能，但并行效率会受多核处理器 cache大小和访存带 

宽的限制． 
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Design and Implementation of Parallel Algorithm for 

Fast Spherical Harmonic Expansions 

WANG Xiang，SONG Jun-qiang，LU Feng-shun，YANG Jin-hui 

(College of Co mputer，National University of Defense Technology，Changsha 410073，China) 

Abstract：Spherical harmonic expansions are a widely used tool of applied mathematics．Based on the research of 

Rokhlin-Tygert’S fast algorithm for spherical harm onic expansions(RT algorithm)，the procedure for computing 

expansion coefficients of all orders of associated Legendre functions is established，while the RT algorithm is extend— 

ed and consummated．Furtherm ore，the strategy of MPI parallelization of RT algorithm is developed，and its paral— 

lel algorithm is designed and implemented．Numerical results show that，the computation of RT algorithm grows vi— 

olently with the lift of the highest Fourier wave number of triangular truncations；MPI parallelization can efficiently 

bring up the computing speed and improve the performance of the algorithm．However，the efficiency of paralleliza— 

tion could be limited by the cache size of multi—cores processors and the bandwidth of memory access． 

Key words：spherical harmonic；associated Legendre function；MPI；parallel algorithm．  

1 引言 

球谐 函数 展 开 (Spherical Harmonic Expan— 

sions，sHE)作为一种数学方法，被广泛应用于气象 

预报模型、地球物理、化学物理、偏微分方程数值解 

等众多领域．大气具有各向异性口]，因此在全球数值 

天气预报模式中，一般使用谱方法来表达某一变量 

场的水平结构．谱模式具有精度高、稳定性好等优 

点，但运算量和存储量较大．当预报模式的水平分辨 
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率提高时，谱变换的计算量增加很快，在模式总计算 

量中所占比重也会随之增加．对欧洲中期天气预报 

中心(ECMWF)的集成预报系统 IFS而言，如采用 

静力模式，当水平分辨率取 2 047时，谱变换的计算 

量约占总体的3O 9／6；当水平分辨率为3 999时，其计 

算量约占39 ．如采用非静力模式，上述两项比重 

将分别达到 47 和 54 ．因此，发展新的快速谱变 

换并行算法对数值天气预报系统的持续发展具有非 

常重要的意义，亟需有效突破． 
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球谐函数是球面纬向微分算子的特征函数，也 

是球面拉普拉斯算子的特征函数，利用它可以很好 

地避免球极问题，可获得全局一致分辨率 ． 

Rokhlin_3]和 Tygert[卜 ]发展了一种快速 SHE 

算法，通过对函数进行奇偶分解计算展开系数，将计 

算 复 杂 性 降 至 0(N2(1ogN)log(1／e)．Suda和 

Takami[6]发展了一种连带 Legendre变换的近似快 

速算法，使用分治法分解 Legendre多项式将计算复 

杂性降至 O(N。logN)．Mohlenkampc ]推导了两种 

算法，通过稠密矩阵的局部三角化可将问题快速规 

约为固定阶数的连带 Legendre多项式矩阵，从而其 

计算复杂性可达到 0(N。logN) ．Blais、Provins、 

Soofi[8 等提出使用四重精度计算可在截断波数达 

到3 600时使均方根误差仅为 1O 一10 。．另外， 

Inda[ 、Huadong Xiao 、Reutercu~、赵 廷 刚 、 

AlpertEn]、Chandrasekaran[H_ ]等在 SHE算法的 

基础、改进、应用方面也做了相关工作． 

2 球谐函数及 RT算法 

2．1 球谐函数简介 

在谱模式中，通常选择球谐函数作为谱展开式 

的基函数．对于二维球面函数 ∈S (S。 R。)，其 

展开形式为 
M  M  

f(O， )一 唧 l口 (cos ) (1) 

式中，0≤ ≤丌，0≤ ≤ 27r，M为三角截断波数，连 

带 Legendre多项式 (z)为 
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RT算法是对式(1)中内层求和的快速算法，仅 

讨论m∈E0，M]的情形． 

2．2 RT算法描述 

RT算法的目标是求对某一变量场 厂O， ，⋯， 

缸  ， 的任意m阶展开式 
M -rn 

厂(z)一 P (z) (3) 
f= 0 

中的系数值Po，P 一， ，P ．其中M一2 一 

1．算法分四步，SerSTEP为串行程序步骤． 

SerSTEP1：函数分解 

将函数值 ， ，⋯， ， 分解为偶函数部 

分向量．厂+与奇函数部分向量厂： 

f 一 l ’ 
，

0≤k≤M (4) I 一 
SerSTEP2：快 速 Fourier变换 (Fast Fourier 

Transform，FFT) 

对 进行第二类余弦变换(DCT．II)，得到展 

开系数 c+，取 ===C ，满足展开式 

(z)=== ∑ T2 (z) (5) 

对厂 进行余弦变换，得到展开系数向量c_，取c7一 

C2j+ ；对厂 进行第二类正弦变换(DST-II)，得到展 

开系数 ，取 一 ；对厂 进行正弦变换，得到展 

开系数 U-，取 一U2 ． 

SerSTEP3：低阶连带 Legendre多项式展开 

系数 

由快 速 Fourier展 开系数得 到 1、2阶连 带 

Legendre多项式展开系数：由 得到2阶系数向量 

p抖，由 得到 l阶系数向量 p +．同理，r 得到 

P ’，lr得到 P ’．Af ’+为(M一1)／2×(M + 

1)／2阶矩阵，乘以向量 c+一 ( ，ct，⋯， 。 ／2， 

c 1)／2) 后得到2阶连带Legendre多项式展开系数 

向量 P。 一 ( ， ； ，⋯， ： 5)／z， 3)／2) ，满足 

展开式 

广 (z)一 ∑ }P；f+2(z) (6) 

上述变换的逆变换矩阵为 Bl D ～．同理，对 

于 、 、lr的变换计算也有相应的A、B矩阵，限于 

篇幅，此处略去． 

SerSTEP4：任意阶连带 Legendre多项式展开 

系数 

由低阶连带 Legendre多项式展开系数得到任 

意阶(2< m< M)系数：由 P ’+得到偶数阶系数 

，由系数 P +得到奇数阶系数 ．同理，p ，一 

得到 ’，p ，一得到 ’．L ’+为G ” ’+的特征 

向量矩阵，G‘ ’+为(M一1)／2×(M一1)／2阶 

矩阵， r卜 为 【， +的转置矩阵．【， 乘以向量 

p外可得任意偶数阶连带Legendre多项式展开系数 

pm，+一 ( 孑’+，pr?’+，⋯， 5)／2， 3)／2)，满 足展 

开式 

广 (z)一 ∑ p?P 卅+l(z) (7) 

系数向量中 l／2一 · 孙 5)／2二==户m( 3)／2— 

0． 

上述变换的逆变换矩阵为【， +．同理，对于任 
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意阶数 的计算都有相应的G、u、【， 矩阵，限于篇 

幅，此处略去． 

至此，RT算法结束，可求得任意m阶展开系数 

向量．本文扩展了RT算法，可得到四个 SHE系数 

矩阵，包含所有阶数m的展开系数向量，见表 1． 

表 1 SHE系数矩阵 

ADDITIONAL STEP：0阶连带 Legendre多项 

式展开系数 

由于文献E3-1所述算法中未提及 一0时的情 

形，本文对其进行补充，添加了0阶连带Legendre多 

项式展开系数的计算，以获得完整的快速 SHE算 

法．对于m一0，函数 厂无需分解为奇偶两部分．由0 

阶连带 Legendre多项式 
一

Pi( )一 ( ，0≤ z≤ M (8) 

可得 。(z)一 ， (z)一 z，再由递推公式 

一

PI+I(z)一 (z v／~q-1)P )一 

—  pH (z)) (9) 
~／Z 一 l 

可得 P (z )(0≤ 1，志≤ M)．展开系数 由式 

(10)定义 

P — l P￡(x)f(x)dx (10) 

该式可离散为式(11)的形式 

Pt一 (z 一 ) 型  

(11) 

由此可求得向量P一(户。，P 一， ，PM) r，即为0 

阶连带Legendre多项式展开系数． 

3 并行算法的设计与实现 

本节根据RT算法的特性，研究了其 MPI并行 

策略，设计并实现了RT并行算法． 

3．1 并行策略 

上节所述RT算法的计算量集中于SerSTEP3 

与 SerSTEP4．另外，在 SerSTEP2中，c啊、c-、 、U- 

的计算相互独立，因此也可以并行执行． 

对于 SerSTEP3，主要计算量在于预处理步骤， 

即四个矩阵的计算．由于四个A矩阵规模大、元素计 

算复杂且矩阵行与行之间相互独立，因此将每个A 

矩阵分别按行分配计算任务，每个进程负责计算A 

矩阵的一行元素．每行元素计算完 毕后，再与 

SerSTEP2中相应的 Fourier变换结果进行内积运 

算，由此可得低阶连带 Legendre多项式展开系数向 

量中对应位置的元素，最后由根进程收集数据并广 

播，以备 SerSTEP4使用． 

对于SerSTEP4，关于每阶m(2<m≤M)均分 

别对广 与厂 计算一次G矩阵，再求U、己厂 A矩阵， 

之后通过矩阵向量乘运算求得 m阶展开系数向量， 

此计算过程共需执行 2(m一2)次．因此，SerSTEP4 

步可按 分配任务，每个进程计算一阶 值的相关 

计算过程．得到每阶展开系数向量后，根进程收集数 

据，完成最终的四个系数矩阵． 

3．2 并行算法 

本小节分步描述 RT并行算法，其中最大进程 

数为 N，根进程为 0．ParaSTEP为并行程序步骤． 

RT并行算法流程见图 1，图中灰色框代表各进程计 

算所得数据及处理范围，虚线框代表各 ParaSTEP 

处理范围． 

图 1 RT并行算法流程 

ParaSTEP1：进程 0计算 0阶连带 Legendre多 

项式展开系数向量 P； 

ParaSTEP2：进程 0拆分函数 -厂为偶函数部分 

，+与奇函数部分 厂 ； 

ParaSTEP3：进程0发送厂 至进程1、厂 至2和 

3，进程0、1、2、3分别计算c+、c-、 、lr，计算后广播 

结果； 

ParaSTEP4：对 最 大 进 程 数 N，将 矩 阵 
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A}  ̈ +行号循环1分配给各进程，计算第 l行的 

值；再将第所亍与向量H+做内积，求得向量p +的第 

z项，计算后进程0收集数据．对矩阵Af "／2 一重复 

上述过程； 

ParaSTEP5：对于 p +和p。’，向量长度与P + 

和p 相比少 l，计算过程与ParaSTEP4类似； 

ParaSTEP6：进程 0广播系数向量 P +、P 一、 

P 、P ’，并将其分别存入最终结果所得系数矩阵 

、Po、 、 的第 1行中； 

ParaSTEP7：对最大进程数N，当阶数m为奇数 

(仇一3～M)时，将 循环分配给各进程，对于偶函 

数 计算矩阵 G‘卅 ／2’M’_并求其特征向量矩阵 

，再求 【，孑’+的转置矩阵Uo’_ ；用 乘以向 

量 P +求得系数向量 ，计算后进程0收集数据． 

对于奇函数 厂 重复上述过程； 

ParaSTEP8：当m为偶数(m一4～M一1)时， 

计算过程与ParaSTEP7类似． 

ParaSTEP9：进程 0将系数向量 、 ’一分别 

存人最终结果系数矩阵 、 ’一的第( +1)／2行， 

、p ’一存入 、 的第m／2行．算法结束． 

3．3 并行算法实现 

ParaSTEP4—5以及 ParaSTEP6—7使用所有 N 

个进程，这四步的重点在于如何为各进程分配任务． 

对于ParaSTEP4，根据最大进程数 N，将矩阵 

A
⋯(M州 ／ +的行号 分配给各进程进行相关计算．若 

总行数大于 N，则将前 N个行号分配至相应进程， 

再将剩余行号按进程数进行满排，直至剩余行号数 

量小于N．对于剩余的行号，从0开始取对应数量的 

进程划分为新的进程组，进行相关计算．若总行数小 

于 N，则直接划分出新的进程组进行计算．对矩阵 

A5M+̈／2 一重复上述过程．ParaSTEP5的过程 与 

ParaSTEP4类似． 

对于 ParaSTEP7，根据最大进程数 N，当阶数 

m为奇数(m一3--M)时，将 m分配给各进程，对 ，+ 

进行相关计算．若奇阶数 m 的个数大于 』＼，，则将前 

N个分配至相应进程，再将剩余 m按进程数进行满 

排，直至剩余 m数量小于』＼，．对于剩余的m，从 0开 

始取对应数量的进程划分为新的进程组，进行相关 

计算．若奇阶数m的个数小于N，则直接划分出新 

的进 程组 进行 计算．对 ．厂一重 复上述 过程．Pa— 

raSTEP8的过程与ParaSTEP7类似． 

4 数值实验与分析 

本文采用 C程序设计语言实现了RT算法的串 

行及并行版本，实验平台为5万亿次机群，配置如下 

所示 ： 

计算节点：共 64个，每个节点由双路四核 Intel 

Xeon E5345 CPU 构成，主频 2．33 GHz，内存 

8 GB： 

操作系统：每个节点上的操作系统均为 Red— 

Hat Linux AS 4．0； 

并行环境：并行计算环境采用 MPICH2．通过 

Infiniband高速互连组成，采用全局共享并行文件 

系统，存储容量8 TB． 

实验程序在计算第二类离散余弦变换(DCT— 

I1)时参考了[ 中的相关理论；在计算特征向量矩阵 

时调用了 LAPACK库函数，版本为 CLAPACK 3． 

1．1．1．实验中采样函数选取 

厂(Iz)一z 一2lz+1 (12) 

其中采样点为 

z cosf 1，0≤走≤M(13) z ∞ (— 再一) 息 M u 

4．1 串行版本 

RT算法串行程序实验使用 5万亿次机群的 1 

个计算节点．表 2对不同M 规模进行了实验对比， 

其中对于矩阵A、G、【，、【厂r的计算属于预处理步骤 

(PRE)，其余属于球谐函数展开核心步骤(SHE)． 

表 2 串行版本在不同 M规模下时间对比 S 

M 255 511 1 023 2 047 4 095 

随着计算规模的指数性扩大，计算时间急剧上 

升，对于更大的 M，串行程序实现已无应用价值，须 

用并行方法进行加速． 

4．2 并行版本 

RT算法并行程序使用 5万亿次机群的 6个计 

算节点．表 3中列出了在不同规模下，计算进程数分 

别为 48和 24时，并行程序的各部分运行时间及加 

速比、并行效率． 

随着计算规模的指数性扩大，加速比与并行效 

率的变化如图2所示． 

4．3 实验分析 

串行实验表明，随着三角截断波数的提高，程序 

运行时间急剧增长，而预处理部分占据了几乎全部 

的时间．在并行实验中，将计算进程数固定为 48或 
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24，随着三角截断波数的提高，并行加速比和并行效 

率均呈现先上升后下降的趋势． 

表 3 并行版本在不同 M规模下各部分时间对比 S 

9

85

0 

8 0 

藿 ： 
漱：： 

： 
40 

255 5i1 1 023 2 047 4 095 

M  

(b)并行效率 

图2 加速比与并行效率在不同计算规模下的变化 

RT算法预处理步骤的时间占了总时间的 99 

以上，而预处理中，求矩阵并求其特征向量矩阵更是 

占据了几乎全部的时间．在 M一4 095时，对于每一 

奇数阶m(3≤ ≤4 095)，其双精度实型矩阵 G规 

模均为 2 048×2 048(偶数阶为2 047X2 047)，数据 

大小为 32 MB(M=2 047时矩阵大小为 8 MB)．求 

矩阵的特征向量矩阵需要多次整体迭代，而处理器 

cache仅为 4 MB，因此需要反复读取 内存数据，但 

这也无疑会降低 cache命中率，延长程序运行时间． 

上述问题，串行算法和并行算法都会遇到，并非 

降低并行效率的重要因素．由于矩阵特征问题的多 

次迭代性，以及上述反复访存问题，对于共享内存的 

计算节点来说，在多核并行计算各自所分配阶数对 

应的特征向量矩阵时，处理器的访存带宽将影响各 

进程读取内存数据的速度，从而延长求特征向量矩 

阵的时间，造成并行效率的下降．表4中分别对比了 

M=2 047与 4 095时，计算进程规模与求一次特征 

向量矩阵所需时间、加速比、并行效率的关系． 

表 4 计算规模与求特征(S)、加速比、并行效率的关系 

5 结束语 

本文基于 Rokhlin-Tygert球谐函数展开快速 

算法，将 RT算法结果扩展为包含所有阶展开系数 

的矩阵，并补充了 0阶连带 Legendre多项式展开系 

数的计算方法，使球谐函数展开的内层求和计算得 

以完整，进而研究了 RT算法的 MPI并行策略，提 

出并实现了 RT并行算法．数值实验表明，MPI并 

行技术可有效提高运算速度，提升算法整体性能，但 

并行效率会受多核处理器cache大小和访存带宽的 

限制．由于算法中预处理步骤占据了支配性的时间 

比例，为了更好地提升 RT算法的性能，下一步将测 

试其他求特征向量矩阵的方法，如分治法、同伦法 

等，以求一方面减少求特征向量矩阵的计算时间，加 

快算法整体速度；另一方面降低计算中对内存的访 

问次数，提高算法的并行效率． 
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