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大规模三对角线性方程组求解中的应用 
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摘 要：分布式共享存储系统的特点是每个节点内是共享存储的，而节点间是分布式存储．为了更好地利用这种多 

级体 系结构，讨论了MPI+OpenMP混合编程模型的性能及实现方法，建立 了大规模三对角线性方程组的MPI+ 

OpenMP混合并行算法，并在上海大学高性能计算集群上与单纯 MPI算法进行了性能方面的比较．结果表明，MPI 

+OpenMP混合并行算法具有更好的加速比和扩展性． 
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M PI and OpenM P Paradigms and Its Application of 

Solving Large Scale Tridiagonal Linear Systems 
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Abstract：The distributed shared memory system is characterized by shared memory mult．_processors on each node 

and distributed memory among nodes．In order tO make use of this hierarchical architecture，this paper discusses the 

performance of MPI+ OpenMP hybrid programming paradigm and different implementations．W e design a multi— 

granularity parallel algorithm for solving larger scale tridiagonal linear systems，and compare its perform ance with 

pure MPI algorithm on the high perform ance computer of Shanghai University．The results indicate that the hybrid 

algorithm shows better speedup and scalability． 
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l 引言 

目前，分布共享存储并行机是高性能计算机发 

展的主要趋势，其主要特点是：每个节点内部是一个 

共享存储的多处理器，而节点问是分布存储且通过 

网络(Myrinet，Infiniband，Internet等)进行连接．为 

了能够充分利用分布共享存储系统的结构特点，发 

挥更好的性能，需要寻找一种有效的方法来使用这 

种特殊的多层的体系结构．在分布存储系统上，使用 

MPI的消息传递已经被证实是理想的程序设计模 

型．而在共享内存系统上，基于编译制导的并行标准 

是 OpenMP，制导主要处理工作分配．在分布共享存 

储系统中，存在着多种并行程序设计方式，包括使用 

单一消息传递的纯 MPI模式，运行于 SMP节点的 

OpenMP模式，MPI和 OpenMP相结合的混合模 

式．由于具有共享存储和分布存储这种两级存储结 

构，因此节点内通信使用内存访问(OpenMP)，节点 

间使用消息传递(MPI)的并行模式能更好地利用分 
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布共享存储系统的特点．混合编程模型已经被应用 

到许多科学应用中[1]．通常，MPI和 OpenMP的混 

合编程模型实现起来较为复杂，因为程序需要针对 

两种存储模式进行操作，使得程序的设计较为复杂， 

并且由于线程管理的问题，可能对某些问题使用混 

合编程模型并不能得到预期的效果．但是在一些领 

域中，MPI和OpenMP结合的混合编程模型的使用 

已取得成功L2≈]．在许多实际问题求解过程中，往往 

存在大规模三对角线性方程组的求解[4]，所以研究 

MPI和 OpenMP结合的并行算法是有一定意义的． 

本文首先介绍了MPI和OpenMP混合编程模 

型及其实现方法．之后建立了求解大规模三对角线 

性方程组的 MPI+OpenMP多粒度混合并行算法， 

并在上海大学高性能计算集群上与纯 MPI算法进 

行了性能比较，最后给出结论． 

2 MPI+OpenMP混合编程模型 

2．1 MPI编程模型 

MPI(Message Passing Interface)是一个消息 

传递接口的标准，用于开发基于消息传递的并行程 

序，其目的是为用户提供一个实际可用的、可移植 

的、高效的和灵活的消息传递接口库．其优点有：具 

有很好的可移植性；具有很好的可扩展性；有完备的 

异步通信功能等．然而 MPI也存在以下不足：应用 

的分解、开发和调试相对困难，而且通常要求对代码 

做大量的改变．通信可能造成大的开销，为了最小化 

延迟，通常需要大的代码粒度． 

2．2 OpenMP编程模型 

OpenMP是基于线程的共享编程模型，一个共 

享存储的进程由多个线程组成．OpenMP定义了一 

个由编译制导运行时库函数和环境变量构成的集 

合，用来描述共享内存 的并行机制．由于 OpenMP 

中的通信是隐性的，这使得 OpenMP的编程相对简 

单，且相对容易实现并行．同时，OpenMP更好地利 

用了共享存储的体系结构，避免了消息传递的开销， 

并提供了细粒度和粗粒度并行机制。 

2．3 MPI+OpenMP混合编程模型 

根据分布存储高性能计算机的多层次体系结构 

的特点，结合 MPI和 OpenMP的各自特点，可以将 

上述两种编程模型 MPI和OpenMP相结合，以提 

供节点内和节点间的两级并行，最大限度地利用分 

布存储高性能计算机的体系结构，实现 MPI+ 

OpenMP的混合编程模型．这种混合编程模型的主 

要优势在于：MPI可以解决处理器间的粗粒度通 

信，而 OpenMP提供轻量级线程可以很好地解决每 

个多处理器计算机内部各处理器间的交互，同纯 

MPI模型相比，混合编程模型使用快速的共享内存 

访问代替节点内的消息传递，减少了消息传递的数 

量，降低了通信开销，缩短了执行时间．且当MPI进 

程数增加时，通信开销增大，并行性能通常会下降， 

而混合模型的通信是在节点间，而非处理器间，因此 

在解决问题处理器不变的情况下，进程数大大地降 

低，因此混合模型相对于纯MPI模型具有更好的可 

扩展性． 

由于 OpenMP提供了粗、细两种粒度的并行机 

制，所以在 MPI与 OpenMP组成的混合模型中也 

对应存在 这样 的两种并行机 制：MPI+粗粒 度 

OpenMP混合并行、MPI+细粒度 OpenMP混合并 

行．下面我们简单介绍一下这两种并行机制． 

2．3．1 MPI+细粒度 OpenMP混合并行 

OpenMP的细粒度并行是指利用 OpenMP只 

并行求解循环部分的计算，又称为循环级并行，这种 

并行方式是最简单的混合编程方法，在整个混合编 

程的过程 中只需要对 MPI进程 内的循 环使用 

OpenMP多线程共享结构并行即可．具体的运行过 

程及伪代码可以参考文献[5—6]． 

由于细粒度的混合并行存在着循环级并行优化 

的问题和并行效率的问题，在实际使用混合编程方 

法式往往会选择粗粒度的并行，以更好地发挥高性 

能计算机的性能，得到更好的并行效率． 

2．3．2 MPI+粗粒度 OpenMP混合并行 

在粗粒度混合并行中，OpenMP采用 SPMD编 

程模式同MPI结合．粗粒度混合并行完全不同于细 

粒度混合并行，它是在MPI进程生成和初始化后直 

接创建线程，通过库函数获取线程启动数量和线程 

的编号，在根据不同的线程编号分配不同的操作，以 

实现任务和数据的并行．由于各线程在执行过程中 

是共享节点内部的内存，所以可能会需要数据同步， 

这就需要在各线程中加入同步点，或者采用其他方 

式以达到同步的效果，此外由于节点间还需要进行 

通信操作，这时候通常采用选择某个线程单独执行 

节间的通信任务，在通信期间，其他线程的任务可以 

继续进行，这样就充分发挥了分布存储系统的优势， 

最大限度的提高了并行效率．所以MPI+粗粒度 

OpenMP混合并行在实际的MPI+OpenMP混合 

编程中广泛使用． 

3 大规模三对角线性方程组的求解 

大规模三对角线性方程组的求解在科学与工程 
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计算中具有重要地位．所以本节主要介绍求解超大 

规模三对角线性方程组的混合并行算法． 

求解三对角线性方程组的最快的串行算法法是 

I u分解法，而分而治之算法是适合并行计算的一 

种最有效的方法．本文所采用的并行算法是基于 

I u分解算法的并行分割算法[7]．下面给出算法的 

实现方法和性能，这里不涉及算法的具体细节． 

3．1 多粒度混合并行算法的实现方法 

在混合并行模型中，每个节点执行一个 MPI进 

程，且这个 MPI进程包含了多个线程，为了创建一 

个高效算法，必须将算法与分布共享存储系统的多 

层体系结构相结合．由于分布共享存储系统在节点 

内部是共享存储的，而在节点问是通过快速互联网 

相连接的一个系统，为此我们构造了一个多级并行 

算法，即节点问使用进程级(MPI)并行和节点内使 

用线程级(OpenMP)并行． 

进程级(MPI)并行主要包括五个过程 ：(1)各个 

进程约化，得到两个缩减方程；(2)在各个节点间收 

集和发送约化后的缩减方程；(3)求解缩减方程组； 

(4)将缩减方程组的解发送给各个节点；(5)各个进 

程进行回代，计算原方程组的解．节点内的线程级并 

行主要是通过多个线程完成(1)、(3)、(5)中的计算． 

在 MPI4-OpenMP混合算法的具体实现中，过 

程(1)、(3)、(5)由节点级算法通过 OpenMP进行并 

行化，在过程(3)中，采用循环级并行，即这步采用细 

粒度的 OpenMP并行，而在过程(1)和(5)中，主要 

是约化和回代求解的过程，在约化过程中，可以将需 

要约化的方程组按行分割划分，划分和约化是同时 

在各个线程中进行的，之后再进行整合以得到节点 

内的两个缩减方程．在回代求解过程中，按照约化过 

程的划分，各个线程同时进行回代求解，即这两个过 

程是粗粒度的 OpenMP并行，所以整个的 MPI4- 

OpenMP混合并行算法具有多粒度．除此之外，为 

了减少通信的延迟时间，我们采用全局通信函数 

MPI
— Gather和 MPI—Scatter进行数据的收发操作． 

3．2 性能测试 

我们分别在两台上海大学高性能计算集群 

(IBM、Lenove)上将 MPI4-OpenMP的多级混合并 

行算法与纯MPI算法作了性能比较． 

3．2．1 高性能计算集群 

上海大学高性能计算集群(IBM)由14台 IBM 

HS21刀片服务器和2台X3650服务器组成计算和 

管理节点，网络连接采用千兆以太网连接各个节点． 

每个节点配置4 GB内存，CPU为Intel Xeon 5150， 

2．66 GHz主频，系统计算速度为4 500亿次每秒以 

上．系统软件环境包括 Red Hat 3．4．5—2操作系 

统、支持 OpenMP制导的 Intel Fortran Compiler 

10．1和 c／c4-4-编译器和 MPICH2并行环境． 

上海大学高性能计算集群(Lenove)由 10台 

Lenove B5102刀片服务器和两台R525服务器组成 

计算和管理节点，网络连接也是采用千兆以太网连 

接各个节点．每个节点配置 4 GB内存，计算节点内 

CPu为双路六核2．66 GHz主频，系统峰值速度为 

1 143 Gflops／s．系统软件环境包括 Red Hat 4．1．2 
--

48操作系统、支持 OpenMP制导的 Intel Fotran 

Compiler 10．0和 c／c4-4-编译器和 MPICH2并行 

环境． 

混合 MPI4-OpenMP代码需要使用带有“一 

openmp”选项的编译命令编译，该选项激活、解释程 

序中的 OpenMP编译制导． 

3．2．2 实验结果 

在 IBM 机器上进行测试的三对角线性方程组 

的系数矩阵为92252160阶的Topelitz矩阵[一l，2， 
一

1]，在 Lenove机器上测试 的系数 矩阵 为 

69189120阶的Topelitz矩阵[一1，2，一1]，右端向 

量取值为[1，0，⋯，0，1]．由于两个高性能集群的配 

置不同，一个节点内是 4个线程，一个节点内是 12 

个线程，所以在进行数值实验时分两种情况分别进 

行说明． 

图 1给出了在 IBM机器上纯 MPI算法和 MPI 

4-OpenMP}昆合算法在节点个数分别为 1，2，⋯，15 

时的加速比(每个节点内含 4个核)．对 MPI程序的 

执行 ，我们将每个进程分配到核上，在四个进程的情 

况下，仅被分配到一个节点上，在 60个进程的情况 

下，进程被均匀地分配到 15个节点中．对于 MPI4- 

OpenMP实现的程序，每个节点仅创建一个 MPI进 

程，每个进程内有四个线程．这样当 MPI4-OpenMP 

混合算法在 N个节点上运行时，与其作对比的纯 

MPI算法也在这 N个节点上的 4*N个核上进行 

并行 计算．图 1表 明，从 12个 节点 后，MPI 4- 

OpenMP并行算法的加速比明显好于纯 MPI并行 

算法的加速比，并且随着节点个数的增加，二者加速 

比的差距也加大了． 

图2给出了在 Lenove机器上纯 MPI算法和 

MPI4-OpenMP混合算法在节点个数分别为 1，2， 
⋯

，11时的加速比(每个节点含 12个核)．对 MPI 

程序的执行，我们将每个进程分配到核上，在 12个 

进程的情况下，仅被分配到一个节点上，在132个进 
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图 1 IBM 集群，MPI和 MPI+OpenMP加速比比较 

程的情况下，进程被均匀地分配到 11个节点中．对 

于 MPI+OpenMP实现的程序，每个节点仅创建一 

个 MPI进程，每个进程内有 12个线程．这样当 MPI 

+OpenMP混合算法在N个节点上运行，与其作对 

比的纯 MPI算法也在这 N个节点上的 12*N个核 

上进行并行计算．图 2表明，从 3个节点开始，MPI 

+OpenMP并行算法的加速比明显好于纯MPI并 

行算法的加速比，并且随着节点个数的增加，二者加 

速比的差距也明显加大．同时随着节点数的增加， 

MPI的加速比会下降(主要原因是通信开销过大)， 

但是 MPI+OpenMP并行算法的加速比还是不断 

上升，所以 MPI+OpenMP并行算法具有更好的扩 

展性，且对比图 1可知，当节点内部的核数越多时， 

使用 MPI+OpenMP混合编程模型具有更好的加 

速比和扩展性． 
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图 2 Lenove集群，MPI和 MPI+OpenMP加速比比较 

图 1中节点数小于 12和图 2中节点数小于 3 

时，MPI+OpenMP的加速比 MPI的加速比小，主 

要是由于在节点个数少时，并行通信开销很小，同时 

由于三对角方程组计算的速度较快，且节点内数据 

量大容易引起内存总线拥挤等因素导致 MPI+ 

OpenMP混合并行算法的加速 比不如纯 MPI并行 

算法的加速比，但是随着节点数的增加，通信的开销 

增加，MPI+OpenMP的优势就显示出来，特别是当 

OpenMP的线程数越多时，其优势越明显，扩展性 

越好．因为 MPI+OpenMP算法当每个节点内线程 

越多时，大量减少了节点问的数据通信开销． 

4 结束语 

本文分析了混合编程模型的性能和实现方法，并 

且使用了多粒度的混合编程模式建立了一个求解大 

规模三对角线性方程组的并行算法，结果表明MPI+ 

OpenMP的混合编程模型在分布存储系统中能更好 

地发挥系统体系结构的优势，而且 MPI+OpenMP的 

混合并行算法具有良好的移植性和扩展性，且随着处 

理器核数的不断增加，MPI+OpenMP混合编程模型 

的扩展性等优势将会更加明显． 
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