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NURBS在 自适应 hp有限元分析系统中的应用 

马中华，刘得军 

(中国石油大学，北京 102249) 

摘 要：在传统的有限元分析中，对于曲边区域或者曲边的分界面并没有很好的近似方法，通常使用大量的线性单 

元近似的描述曲边计算区域．这些新增加的单元不仅浪费了计算时间，而且往往并不是需要求解的部分．采用曲线 

单元可以避免对单元的强制细化，有效的提高计算的精度．曲边单元使用非均匀有理 B样条(NURBs)曲线实现， 

可以有效的消除几何 离散误差，保证整体的高阶连续性．详细讨论 了基于 NURBS曲线的自适应三角形网格剖分 

和四边形网格剖分，并结合 自适应 hp有限元算法解决实际问题．从计算 自由度和计算时间的角度比较典型的工程 

算例结果，采用NURBS曲边单元的hp有限元算法能够很好的消除几何近似导致的误差，提高计算的效率． 
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Application of NURBS in Adaptive hp Finite Element Analysis System 

MA Zhong—hua．LIU De-jun 

(China University of Petroleum，Beijing 102249，China) 

Abstract：In the traditional finite element analysis，there is not a good approximation method for curved boundaries 

or the interface of curved edge，and a large number of linear elements are used to describe the computational domain 

of curved edges．These additional elements not only waste computing time，and often are not the necessary part tO 

solve．TO use curved element can avoid the force refinement of the elements and effectively improve the calculation 

accuracy．By using the non uniform rational Prspline(NURBS)curve algorithm can effectively eliminate the geo— 

metric discretization error，and ensured the overall high continuity．This paper discusses adaptive triangular mesh 

generation and quadrilateral mesh generation based on the NURBS curves in detail and solves practical problems with 

hp--adaptive finite element algorithm．The results were compared from the degree of freedom and the computing 

time，the NURExS based hp finite element method can eliminate the errors caused by geometric approximation and 

improve the computational efficiency． 
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1 引言 

在对实际工程的有限元分析中，为能够真实地 

模拟工程的物理状态，对物理问题的初始网格划分 

是一个重要环节，目的是把模型的几何形状定义为 

有效的初始网格，所划分的网格形式将直接影响最 

后的计算精度和计算时问．采用基于NURBS曲线 

的曲边单元能够很准确地描述复杂模型的几何状 
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状，避免了强制剖分为小单元的近似求解方法．与有 

限元方法结合使用具有很高的数值精度． 

自适应有限元网格的生成一直是国内外的研究 

热点，近年也产生了不少的优秀算法．四边形网格的 

全 自动划分比三角形网格的全 自动划分方法更困 

难，因此大部分的网格自动生成算法只支持三角形 

网格．本文介绍一种基于 NURBS曲线的三角形和 

四边形网格剖分方法，其保证了曲边网格单元的c 
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或更高的连续性，并与自适应 hp一有限元算法 HER— 

MESE卜 结合，可以有效地求解各种工程分析中的 

高阶问题． 

2 NURBS在二维有限元分析中的应用 

NURBS曲线是定义几何形状的标准工具．它 

可以精确地表示线、弧形、椭圆和不规则形态．通过 

定义级数、控制点个数、控制点权重和结点向量可以 

使用较少的数据定义非常复杂的几何曲线．NURBS 

曲线是一个参数化曲线，其向量值分片有理函数为 

011 0f1 

c( )=== 叫 P N ( )／ miNi， ( ) (1) 
一 0 = 0 

式中， 是控制点 P 的权重因子， 是控制点的个 

数，N 是k级归一化 B样条基函数．NURBS曲线 

的级数k通常是1，2，3或5的正整数．线段和折线的 

曲线级数通常为 1，弧线为二次的等式其级数通常 

为2，自由曲线的级数为 3或 5．在计算中可以把级 

数k设得很高以取得高度圆滑的曲线，但计算时间 

也越长．曲线的连续性有不同的级别，一个级别为 2 

的等式能够保证曲线的 C 连续性． 

2．1 自适应 hp-有限元网格剖分 

自适应 hp一有限元分析中常用的为三角形网格 

和四边形网格，由于三角形网格在技术上更易实现， 

所以大多数 自适应有限元代码使用的是三角形网 

格．自适应有限元分析的过程中，在不考虑各网格单 

元多项式阶次的情况下，通常有六种网格剖分方法． 

如果考虑各网格单元多项式的高阶特性，则有百余种 

网格剖分方法[6]．图l到图3展示了这六种剖分方法． 

(c)四边彤 剖 分为 四边 形 (d)四边 形剂 分 为三 角彤 

图 3 四边形网格剖分方法 

异性介质的自适应有限元求解具有较高效率． 

2．2 NURBS曲线单元在有限元网格剖分中的 

应用 

相比于直边单元，曲边单元具有其无可比拟的 

几何近似性．变形区域的几何精确描述其作用不容 

忽视，因而模型内部和边界曲线的几何描述作为有 

限元分析的前置处理技术不仅直接影响到数值模拟 

的精度还影响到其模拟速度．因此，对模型曲线进行 

准确有效的描述是实现有限元数值模拟的前提之 
一

． 传统的几何近似法不能很好地描述几何变形区 

域，其应用范围具有一定的局限性．NURBS方法因 

其具有强大的造型功能，几乎可以精确描述所有的 

造型曲线，因此正逐渐成为计算机图形学与计算机 

工程设计中造型，建模的重要手段．图 4中演示的是 

采用 2次 NURBS曲线的几何模型．在图4中，典型 

’’ 

次细化网格 

一 
圈一 
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3 数值算例 

本节通过一个工程算例对 NURBS曲线网格的 

自适应有限元算法与普通网格的自适应有限元算法 

的性能进行比较． 

时谐 Maxwell方程的电场场量的控制微分方程 

如下： 

× (“ ×E)+gOE／&+8a E／ 一 0 

(2) 

消除与 t有关的导数，并将 OE／O— ic 和a E／a_ 

一～∞ E带人式(2)，这里 e—g0e 表示物质的介电 

常数， 一 表示物质的磁导率，)，表示物质的电 

导率， ： ／c是波动数， 是角频率，c是光速．最终 

得到本文中使用的时谐Maxwell方程的规范形式为 

×(I17 V ×E)+iTk o／eoE—Crk E一 0 

(3) 

在图 5所示的模型中，在模型的最右边突起的 

边界加载面电流，区域的边界使用理想导体边界条 

件，中间的圆型区域为负载区域，负载区域外的部分 

为真空．通常面电流J imp分量在电磁场分析中不为 

零，并且由于求解的过程通常能达到指数收敛速率， 

因此可以将无限大计算区域截断为有限的四边形区 

域，并且应用理想导体传导边界条件使得电场的切 

向分量为零： 

E ·t：= 0 

×(tg ×E)一 i(u，s 

这里 t是切向向量．理想导体边界条件应用于 

发射线圈之外的边界．加载的向量值面电流 J imp可 

简化为 J ，并通过 Neumann边界条件建立 

这里对模型分别使用常规网格单元的自适应有 

限元算法和基于NURBS曲线单元的自适应有限元 

算法进行分析． 

图 5 物理模型 

如图6所示，在误差精度为0．1 时，通过强制 

加密中心计算区域周边的网格达到要求解的计算精 

误差精度为 0．1 时常规单元的网格剖分 

图 7 误差精度为 0．1 时 

使用 NURBS曲边单元的网格剖分图 

度．图 7中，在误差精度为 0．1 时，由于曲边单元 

精确的匹配模型中的圆形区域，用较少的自由度就 

能达到相同的误差精度．在图6和图7中，网格中的 

数字表示所在的网格单元的多项式阶数． 

在计算规模上，采用基于 NURBS网格单元的 

自适应高阶有限元分析，用 3 426个 自由度就能达 

到相对误差为 0．097 569 的精度，而采用大量小单 

元近似曲边网格的自适应有限元分析，需用 6 664 

个 自由度能达到相对误差为0．093 179 的精度．在 

计算时间上，由于自由度的减少，采用基于 NURBS 

网格单元的自适应高阶有限元分析具有更高的计算 

效率． 

4 结束语 

数值近似函数的C 连续性，是传统有限元分析 

的难点问题之一．采用 NURBS基函数可以构造任 

意高阶连续的近似函数，对高阶问题的数值求解有 

着独到优势．本文详细讨论了 NURBS曲线单元的 

构造和优势，将精确 NURBS有限元法应用于实际 

(下转第221页) 
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之一一H．264，阐述国内外相关研究近况，为高清视 

频技术提供一种新的解决方向进行探讨． 
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工程问题，并详细研究了该方法与直边单元近似的 

方法在求解工程问题中的收敛特性．数值结果表明， 

在相同的收敛精度下，两种方法的 自适应 hp一有限 

元分析都可以达到指数收敛速率，基于几何精确的 

NURBS有限元法可以达到更高的收敛速率． 
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