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摘 要：KMP算法是经典的串匹配算法之一．本文首先引入刻划模式串前缀特征的集合 K，及其划分，讨论了其 

若干性质．然后定义函数 ’与next，利用 f刻划了K，的构造，由此得到了_厂的迭代计算方法；证明了next与，之间 

的关系，从而给出了KMP算法原理的形式表述和数学证明．最后，基于 _厂的迭代计算方法以及 next与_，之间的关 

系，给出了算法描述，分析了时间复杂度． 
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Abstract：KMP algorithm is one of classic string matching algorithms．A set Kj，for 1< ≤ ，which characterize 

a pattern prefix，and its partition are introduced，their some properties are discussed．Then，functions f and next 

are defined，the structure of Ki is described by f，a iterative coml~uting method of f is proposed，the relationship 

between functions next and f is proved．Thus，mathematical principles of KMP algorithm is strictly established． 

Finally，the algorithm is described based on the iterative computing method of-，’and the relationship between 

functions next and f，and its complexity is analyzed． 
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1 引言 

串匹配是指在文本串中查找模式串的一次或所 

有出现．串匹配算法在拼写检查、语言翻译、数据压 

缩、搜索引擎、网络入侵检测、病毒特征码检测、 

DNA序列匹配等应用中起着关键作用． 

设文本串 T—t t2⋯t 模式串 P— P Pz⋯ 

P 根据扫描策略的不同，精确的串匹配算法大致 

可以分为以下三类： 

(1)自前向后匹配模式串前缀[ ； 

(2)自后向前匹配模式串后缀_2 ； 

(3)自后向前tmi~e模式串子串[ ． 

虽然第一类算法的平均时间复杂度并不理想， 

但仍是工程应用中的首选算法之一 -7]． 

KMP算法口]是第一类算法中的经典算法，它的 

原理与方法深刻影响了后来提出的各种串匹配算 

法．但是，在 Knuth D E，Morris J H，Pratt V R的 

经典文章中，因为缺乏严格 的形式表述，尤其是 

next函数缺乏严谨的形式定义和数学证明，使得后 

来出现了一些不正确的理解和不适当的改进．因此， 
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建立 KMP算法严格的理论基础，对于模式匹配领 

域和有限自动机领域，都是十分必要的． 

本文第一次给出了KMP算法原理的形式表述 

和数学证明． 

2 特征集 K 

KMP算法的基本思想是：自前向后正向逐个 

扫描文本字符，当 

户1⋯ 一l一￡ j+l⋯ti一1， 时 ， 

如果存在 P。⋯ 一 的一个前缀 P ⋯ P 与后 

缀 P ㈩ ⋯Pl厂1，l<k<j，使得 

户1⋯ 女一1一 一k+l⋯PJ一1，Pk*Pj (1) 

则因 

户1⋯ 一l—PJ—k+l⋯ l—ti—k+l⋯ti一1 

故下一轮比较从(P ，t )开始，显然，这样的 k 

应尽可能大．如果这样的前缀与后缀不存在，则当 

Pl≠ 时，下一轮比较从 (t ，P-)开始；当 P 一 PJ 

时，下一轮比较从(f川 ，P )开始． 

根据上述算法思想，下面引入刻划(1)式特征的 

集合． 

记 

Kj一 {k l 1<是< 八户1⋯ 女l—PJ一 +l⋯ 

Ps一1}，J一 2，⋯， 

以及 

Kj”一 {k l k∈K，A1) 一 } 

一 k邑K，Ap ) 

显然，K，一--』、lJ(”U ， ”n 一 ． 

引理 1 k ，，则 

① K CK，； 

② 若 k ∈K，，kt<志，则 k eK ； 

③ 若 k~---max K，，则K，一{k}UK女． 

证① 不妨设 K ，k eK ，则因 

1⋯ 一1 Pk一 +l⋯ 1 

p、⋯ Pk一1一 p J—k~l⋯ p J l 

故 

户I⋯Pk 一1一Pk一̂ +1⋯ 户 一1一PJ一女 +1⋯ PJ 1 

于是 k eK ，显然 K，一K ≠ ，所以K c_K ． 

证② 由于 

l⋯ 一1一 PJ一 +l⋯ PJ一1 

1⋯ Pk 1一 PJ—k+l⋯ —l 

又因 k < k，故 

户l⋯ 一1一PJ一 +l⋯ PJ一1===Pk一 +l⋯ Pk 1 

于是 k eK ． 

证③ 设 k ∈K，，不妨设 k < k，由②，k ∈ 

K ，故 {k}UK ．另一方面，由①，{k}UK 

K，，所以K，一 {k)UK女．证毕． 

引理 2 设 k∈K ”，则 

① Kl”c_K ”； 

② 若 k ∈K ”，k < k，则 k ∈Kl ’； 

③ 若 k===maxK ”，则 K；"一 {k}UKl”． 

证① 不妨设 Klj】≠ ，k ∈Kl”，因为 Kl̈ 

K CK，，P ，一 P 一 PJ，故 k ∈K ”，显然 ¨ 一 

Kl”≠ ，从而 Kl”cK；”． 

证② 由引理 1，k eK ，又因 P ，一 — P女， 

故 k ∈Kl”． 

证③ 设 k ∈K ”，不妨设 k < k，由②，k ∈ 

Kl”，故 ” {k}UKl̈．另一方面，由①，{k}U 

Kl̈ Kj ，从而Kj”一 {k)UKl”．证毕． 

引理 3 K，+l一 {2 I P1=：= )U{走+ 1 I是∈ 

”)． 

证 事实上， 

k ∈KJ+l 

§ 1< k < + 1 AP1⋯Pk，一1=== 一 ，+2⋯ 

营 (k 一 2 AP1一 PS)v(2< k < + l APl 

⋯ 女，一1一 PJ一 ，+2⋯ PJ) 

营 (k ===2 户̂1一 PJ)v(k 一 k+ 1^1< k 

< J AP1⋯Pk—l— PJ k+l⋯PJ一1APk— PJ) 

营 (k 一 2  ̂1一 PJ)v(k 一 k+ 1 Ak eK， 

APk— PJ) 

营 (k 一 2 AP1一 P )v(k 一 k + 1 Ak ∈ 

K ) 

e．k ∈{2 l P1一PJ}U{k+ 1 I k∈Kj”} 

证毕． 

3 最大值函数 l厂与next 

由引理 1不难看出，可以通过 max Kj求出K， 

的全部元素．为此，定义函数 -厂：{1，⋯ ， }一 { 

0，⋯ ， 一 1}， 

r 0， J一1 

厂(J)一 1， KJ一 

lmax Kj， KJ≠ 

由，的定义，，(1)===0，，(2)===1，并且由引 

理 3易知 

f 1， ”一 ^Pl≠ 

-厂(J+1)一J 2， ”一 八Pl=== 

l 1-~-max Kj”，Kj”≠ 
(2) 
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定理 1 设 K，≠ ，则存在 k 使得 

f(j)一 kl，-厂(是1)一 k2，⋯ ，f(k )一 1 

并且 

K 一 {k x，k2，⋯，k )． 

证：因为走1一f(j)一max K ，由引理 1，K，一 

{k1}UK女 ．若 K ≠ ，又因k2一 f(k1)一 max K ， 

故 K 一 {k2}UK 从而 Kj一 {k ，kz}UKk，．如 

此下去，必有 志 使得 

Kj一{是l，k2，⋯ ，k }UK ，K 一 

由厂的定义，f(k )一1，并且 Ks一{k，，k2，⋯， 

k }．证毕． 

由定理 1与式(2)，可以从 f(1)，⋯ ，f(j)递 

推计算 f(j+1)．计算方法是：迭代计算 

厂( )一是计1， 一 0，1，⋯ ，r，ko— ， 

k +1— 1 

① 若 P cP ，⋯ ，P如 1cP ，P — ， r，则 

f(j+1)一-厂(忌 一1)+ 1===k + 1 

② 若 P cP ，⋯ ，Pkr ，P +1一 ，则 

f(j+1)一 f(k )+1一志 +l+l一2 

③ 若 P ≠ ，⋯ ， ≠ ， +1cP ，贝0 

f(j+1)一 (走r+1)+1—0+1—1 

现在，我们定义函数 next：{1，⋯，m}一{0，⋯， 
一 1}， 

next(J)一 

f 0， ( 一1)V( 一 八P 一 ) 

1， Kj 一 八Pl4=pj 

lmaxK] ， ≠ 

由KMP算法的基本思想看出，当 next(J)一 

maxK] 时，next(j)就是(1)式中的k；当next( ) 
一 1时，表明下一步比较(t ，P1)；当next(J)=0 

时，则表明下一步比较(t ，P )． 

定理 2 next(J)=== 

厂 

， ； ／(，j，)4一= pjnext(f(j ， 一2，⋯， ． 1 ))， 户 ，)一 。 
证：当 Ks一 时结论显然成立．设 K ≠ ，由引 

理 1， 

K，一 {厂(J)}UK 一 {-厂(J)}UK}{ U 

K ) 

若P )CPj，则 (J)∈Kj ，故 

next(J)一max／／} 一，(J) 

若 P )一 PJ，那 ，( )∈ ”，由引理 2， ”一 

{ (J))UK ，则必有 孙---I(、 (2 )从而 

next(J)一 next(f( )) 

证毕． 

4 算法描述 

根据 厂(J)的迭代计算方法与定理 2，下面给出 

next(J)的算法．其中，步骤(1)～ (7)计算 _厂的函 

数值，步骤(8)～ (11)计算 next的函数值，因为?( 

J)是中间结果，不需要保留，所以厂( )与 next(J 

)共用一个存储单元． 

算法 1 计算 next的函数值 

输入：模式串P— P Pz⋯ P ． 

输出：next(J)，J一 1，2，⋯ ，m． 

步骤： 

(1)next(1)．卜-0 ； 

(2)J一 1； 

(3)若 < m则转(4)，否则转(8)； 

(4)k— next( )； 

(5)若 k> 0，P̂≠ ，则 k— next(k)；重复 

(5)，直到k一 0或 P ===P，； 

(6)next(J+ 1)一 k+ 1： 

(7)J— J+ 1，转(3)； 

(8) 一 2； 

(9)若 ≤ 则转(10)，否则结束； 

(10)若 P ㈩ ===PJ，则 next(J)一 next(next 

(J))； 

(11)J— J+ 1，转(9)． 

上述算法 1与文献I-1-]中的算法稍有不同，主要 

区别在于，算法 1中厂函数值的计算与 next函数值 

的计算是分开进行的，这样会更清晰一些，并且未增 

加算法的复杂性． 

计算出 next的函数值以后，就可以利用 next 

进行串匹配，算法如下： 

算法 2 串匹配 

输入：文本串T— t1t2⋯ t ，模式串P— P P2 
⋯ P ，next(J)(J一 1，2，⋯ ， )． 

输出：匹配成功时输出丁中首个匹配字符的位 

置，匹配失败时输出 FAILURE． 

步骤： 

(1)i一 1，J一 1； 

(2)若 ≤ ， ≤ ，则转(3)，否则转(5)； 

(3)若J> 0，￡ j，则J— next(J)；重复(3)， 

直到 一 0或 t — P，； 

(4)i— i+ 1，j：一 + l，转(2)； 

(5)若 > m则返回i—m，否则返回FAIL— 

URE，结束． 
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5 复杂度分析 

分析预处理算法 1的时间复杂度．考虑循环步 

骤(2)～ (7)，其循环次数为 一1．显然，结果为 P 
=  

的比较次数≤m一1．对于结果为 P 的比 

较，观察变量 志： ，的每次比较导致 k减小；而步 

骤(4)的第一次执行使得 k的初值为 0，其后的每次 

执行导致 k增加 1，步骤(4)共执行了 一1次，注意 

到 是≥0，故 P ，的比较次数≤m一1，从而步骤(2) 
～ (7)中字符比较的次数≤2( 一1)．循环步骤(8) 

～ (11)中字符比较的次数显然为 一1，所以算法 1 

中字符比较的次数≤3( 一1)，即算法 1的最差时 

间复杂度为 0( )． 

分析扫描算法 2的时间复杂度，不妨设 < ． 

显然，结果为 t === ，的比较次数≤ ；对于结果为ti≠ 

的比较，观察变量 J：t 的每次比较导致J减 

小；而步骤(4)的每次执行导致 增加 1，步骤(4)最 

多执行了 次，注意到 ≥0，故 ti ，的比较次数≤ 

”，于是算法 2中字符比较的次数≤2 ，即算法 2的 

最差时间复杂度为0(行)． 

以上分析只是粗略的，利用 Fibonacci串，可以 

证明算 法 2中字 符 比较 的次 数 ≤ ” + 1+ 

log ll ，其中(p一 (1+√5)／2． 

6 结束语 

本文引入刻划模式串前缀特征的集合 K，及其 

划分K；”与K； ，讨论了它们的若干性质．然后，定 

义函数厂与 next，给出了两个重要结果；定理 1利 

用 f刻划了K，的构造，由此得到了厂的迭代计算方 

法；定理 2揭示了 next与 ．厂之间的关系，从而严格 

建立了 KMP算法的数学原理．最后，基于 厂的迭代 

计算方法与定理 2，给出了 KMP算法描述，证明了 

其最差时间复杂度为 O(m+ )． 

本文的研究思想与基本方法可以运用到串匹配 

的其它两类算法的理论研究．例如，BM算法中的函 

数 rpr(J)_2]就可以采用与K，以及 完全类似的方 

法给出形式定义并加以研究． 
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