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一 维非均匀采样信号可变稀疏度傅里叶重建算法研究 

周亚同，张 伟，杨瑞霞 

(河北工业大学 信息工程学院，天津 300401) 

摘 要：非均匀采样信号重建在很多领域得到了广泛应用．传统的最小范数傅里叶重建(FRMN)算法具有原理直 

观、假设前提少等优点，但不能进行稀疏重建．本文提出一种新的可变稀疏度傅里叶重建(FRVS)算法，并利用贝叶 

斯推理赋予其概率解释．FRVS通过引入稀疏约束矩阵，不仅在 FRMN的基础上融入了稀疏重建思想，而且求解形 

式与FRMN相同．一维复杂理论信号重建实验表明，FRVS比FRMN具有更高的重建精度．最后将 FRVS重建算 

法用于实际医学心电图信号重建，结果表明FRVS能解决实际重建问题，在重建过程中需选择合适的稀疏度参数． 

关键词：非均匀采样；信号重建；可变稀疏度 

中图分类号：TP18 文献标识码：A 文章编号：1OOO一7180(2012)07--0188--04 

One Dimensional Non—uniformly Sampled Signal’S 

Fourier Reconstruction with Variable Sparseness 

ZHOU Ya-tong，ZHANG W ei，YANG Rui—xia 

(School of Information Engineering，Hebei University of Technology，Tianjin 300401，China) 

Abstract：The reconstruction of non-uniformly sampled signal is needed very frequently in many applications in 

severa1 diverse areas．The strengths of traditional Fourier reconstruction with minimum norm (FRMN)algorithm 

are that it is theoretically straightforward，and requires few assumptions．However，it is can not be used for sparse 

reconstruction．This paper proposes a novel Fourier reconstruction with variable sparseness(FRVS)algorithm． 

And the algorithm ’S probability interpretation is given based on the Bayesian inference． By introducing sparse 

constrained matrix。the idea of sparse reconstruction iS integrated into the FRVS．Moreover，the FRVS owns the 

same solving form as FRMN．Experiments on the reconstruction of 1D complex theoretic signal show that FRVS has 

higher reconstruction accuracy than FRMN． Finally， FRVS is applied tO the reconstruction of practical 

electrocardiogram (ECG)signa1．The results illustrate FRVS can solve practical reconstruction problem，and it is 

necessary tO select suitable sparseness parameter in the reconstruction． 
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1 引言 

目前的数字信号处理方法几乎都以均匀采样为 

前提．但在许多实际工程应用中由于受各种因素影 

响，采样间隔往往是非均匀的I1]．在这种情形下，传 

统的数字信号处理方法不再适用[2 ]．以非均匀采样 

信号的重建为例，传统的香农重建公式已无法完成 

重建任务，此时可采用如下两种策略进行重建：其一 

是在平移不变空间中，利用标架或 Riesz基作为重 

建工具[ ；其二是是设计新的样条基函数作，以便更 

好地适应非均匀采样结构_5]． 

与以上两种策略不同，Duijndam另辟蹊径提出 
一 种非均匀采样 信号 的最 小范数傅 里叶重建 

(FRMN)算法[引．FRMN利用时空域已知非均匀采 

样信息来估计傅氏域未知的均匀采样频谱，然后借 

助逆傅氏变换将之变换回时空域完成重建，具有原 
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理直观、假设前提少等优点．但 FRMN并不是一种 

稀疏重建算法．稀疏重建近年受到高度关注，它能以 

尽可能少的变换域系数表示原信号并完成重建，具 

有计算速度快、所需存储量小等优点，和压缩感知 

(compressive sensing)等概念具有紧密联系[7]．鉴 

于以上事实，本文提出一种新的可变稀疏度傅里叶 

重建(FRVS)算法，该算法通过引入稀疏约束矩阵， 

在 FRMN的基础上融入稀疏重建思想，使之同时具 

备二者的优点． 

2 非均匀采样信号最小范数傅里叶重建算 

法简要回顾 

考虑一维非均匀采样情形：已知某空间域非均 

匀采样序列(z。，z 一，X ，⋯，zN一 )，对应的非均匀 

离散逆傅氏变换可写成 
^1 m—M  

厂(z )一 ∑p(mAk ) zn (1) 
m —M  

式中，f(z )是采样 点 z 处 的已知 采样数值， 

P(mAk )是待估计的傅氏谱，N 为空间域总采样点 

数，M 为傅氏域采样点数．若同时考虑非均匀采样 

序列中的所有样本，则式(1)可写成如下 
— A (2) 

式中，矩阵 y、P以及 A 各 自的元素分别为 y 一 

f(x )，P 一P( △是 )，A 一 ( ／27c)e-．m~x ． 

FRMN采用如下数学规划来估计傅氏谱 

min 一去ll w ／ (y--Ap) +ll I； (3) 

式中，ll·ll 代表 L 范数约束，对角阵w 携带非 

均匀采样信息，其元素定义为 W 一 一( 一 

一  )／2．系数 k 的最佳取值为 k 一(FAk )／ 

(27【N)，其中F为一常数，另一常数 一2M+1． 

FRMN通过求解数学规划式(3)可得傅氏谱 

的估计为 

一(AHWA+忌 ) (AHWy) (4) 

根据式(4)估计傅氏谱的过程中由于涉及求逆 

计算，运算量很大．令矩阵 H—AH +k I，b— 

AHIVy，先将式(4)转化为求解方程组 Hp一6，然后 

借助共轭梯度法求出 ．当傅氏谱 求出后，则可通 

过逆傅氏变换将之变换到时空域，从而完成非均匀 

采样信号的重建．对应的重建公式为 

一 A 一A，(AHwA +志。D AHIVy (5) 

式中，A 为执行逆傅氏变换的矩阵． 

3 非均匀采样信号可变稀疏度傅里叶重建 

算法 

由于FRMN不能进行稀疏重建，本文提出一种 

可变稀疏度傅里叶重建(FRVS)算法．为此首先引 

人一个稀疏约束矩阵Q 

min 一 1 ll W (y--Ap) +lI Q ； 

(6) 

其中矩阵 Q是一个对角阵，其第1T／个元素定义为 

[Q]一一(1+警 ) 
、 厶D 

式中，参数 是稀疏度大小的一种度量．求解式(6) 

可得傅氏谱 P的估计为 

一 (AHWA+志 Q)一 (AHWy) (7) 

上面即 FRVS算法 的基本原理．通过对 比式 

(7)与式(4)可以发现，二者的差别在于用矩阵 Q取 

代了单位矩阵 ，，这样就能将稀疏约束思想融人算 

法．由于式(7)中的矩阵Q含有傅氏谱P的成分，因 

此 FRVS的求解 比FRMN要复杂一些，采用迭代 

方式求解即可． 

也可将式(7)化成如式(4)那样的标准形式．为 

此令 一Q1 。 后带人式(6)后得 

min 一吉ll W (y--B；) + (8) 

式中B=AQ ／2．对比式(8)和(3)后发现二者形式 

相同，因此式(8)的解为 

r===(BHWB+志 D一 (BHWy) (9) 

对比式(4)和(9)式可发现，FRVS与 FRMN的 

求谱公式可以统一成相同的形式． 

基于贝叶斯推理，还可以赋予 FRVS算法概率 

解释．为此令待估计估计傅氏谱P的先验为 

P( 一ⅡmP( lap)=II (1+ ) 
类似地假设各采样点数值的似然为 

一 ( ) exp(一 ) 
根据贝叶斯公式，在已知先验和似然的前提下 

可得后验．再对后验取对数得 

一  In( + )。+ 
i ( 一 )H( 一 ) 

最后根据 MAP估计即通过求上式的极值，同 
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样能求取 P，且解的表达式与式(7)相同． 

4 实验结果及分析 

为了验证算法的有效性，特设计如下两个实验． 

其中实验一用于比较 FRMN与FRVS间的重建效 

果，实验二用于展示 FRVS采用不同稀疏度参数时 

的重建结果． 

实验一：一维理论信号的非均匀采样及重建 

首先构建某一维复杂的理论原始信号，其表达 

式为 

厂(z)----0．2~／ ·sin(2丁ck0z)+O．2cos(6~k0z)· 

z。一0．4arctan(1．97c是nz)·eo·。 · 

sin(7ukoz)+sin(4uk0z)·e一。m 

式中，令 k。一4．该信号在图 1中用虚线表示，然后 

对之非均匀采样，得到 100个采样点(即N一100)， 

图 1中的小圆点展示了所采用的非均匀采样方案． 

O~ginal signM and non—uni~rmly sampled points 

图 1 一维原始理论信号及非均匀采样点 

现根据图 1中的非均匀采样点，分别用 FRMN 

和 FRVS算法重建信号，重建结果如图 2所示．在 

重建中各参数设置为M一35，常数 F一0．3，最大迭 

代次数设为 6，稀疏度参数 a一0．5．从图 2可看出， 

FRVS的重建结果 比 FRMN更接近原始信号，即 

FRVS的重建精度更高．将图 2中的框内区域局部 

放大后显示于图3中，可更清楚看出二者的重建效 

果 ． 

实验二：实际医学心电图信号的非均匀采样及 

重建 

首先采集一个实际医学心电图信号并将之绘于 

图4中．然后对之非均匀采样，得到 50个采样点(即 

N_--50)，小圆点展示了所采用的非均匀采样方案． 

从图中看出实际心电图信号含有近似周期性尖脉 

冲，且采样点数很少，因此重建难度 比实验一大得 

多． 

基于图4中的非均匀采样点，用 FRVS算法重 

建信号并将结果绘于图 5中．在重建中各参数设置 

图 2 两种重建算法的重建结果比较 

图 3 两种重建算法的重建结果比较 

图 4 一维实际医学心电图信号及非均匀采样点 

为 M=25，常数 F=0．1，最大迭代次数设为 6．从图 

5可看出，FRVS的重建性能受稀疏度参数 口影响 

较大．当a过小(如 a一0．5)或 a过大(如 a一2)时， 

均不能很好重建．只有选择合适的a(如a一1)，才能 

获得满意的重建结果．图 6是图 5框内区域的局部 

图 5 两种重建算法的重建结果比较 
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Reconstruction ofnon—uniformly sampled points 

图 6 两种重建算法 的重建结 果比较 

放大，从图 6中能更清晰看到这一点．值得指出的 

是，图 6中a一2时因稀疏度过大，重建结果严重偏 

离原始信号，此时 FRVS算法重建失败． 

5 结束语 

针对最小范数傅里叶重建(FRMN)算法不能 

进行稀疏重建这一事实，本文在 FRMN的基础上 

融人稀疏重建思想，通过引入稀疏约束矩阵，提出 
一

种新的可变稀疏度傅里叶重建(FRVS)算法，并 

利用贝叶斯推理赋予其概率解释．实验表明 FRVS 

能解决实际重建问题，并且比 FRMN具有更高的 

重建精度，但在重建过程中需选择合适的稀疏度 

参数．下一步工作是将本文提出的一维重建算法 

推广至多维． 
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