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摘暋要椇为了解决有限集上的拓扑计数问题棳对拓扑的结构性质进行了分析研究椈针对穷举法中庞大的计算量棳提
出了一种集簇式递推算法棳以 棴棻元集合的拓扑为基础棳以扩展子集为线索来构建 元集合的拓扑椈与传统的穷

举法相比棳大大降低了时间复杂度棳减少了计算时间棳并通过实验验证了算法的有效性棶
关键词椇有限集椈扩展子集椈拓扑椈递推
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棻暋引言

目前棳三角网格被广泛用来表示三维物体棳其中

拓扑数据描述顶点之间的连接关系棳在进行数据压

缩时棳拓扑压缩是其中一个组成部分棳文献椲棻椵对均

匀的三角网格得到了理想的压缩效果椈文献椲棽椵通过

自适应提高预测准确率棳实现了拓扑信息的高效压

缩椈在层次网络中棳拓扑压缩的作用是用尽可能少的

空间存储路由计算使用的拓扑信息棳有效的算法可

以参考文献椲棾椵椈文献椲棿椵将遗传算法应用于求解网

络拓扑的多目标优化模型来解决拓扑优化问题椈文
献椲椀椵论述了拓扑结构对网络稳定性的影响棶

拓扑计数一直是数学家们关心的的问题棶 元

集合上子集的个数为棽 棳集簇的数量为棽棽 棳由于计

算量大棳起初人们主要研究三点集和四点集椲椂椵 上的

计数问题棶后来随着计算机的出现棳使得该问题的深

入研究成为可能棶文献椲椃椵利用偏序结构和拓扑结

构之间的等价性棳分析了 元有限集上互不同胚拓

扑的计数问题棳提出了一种新思路棶

棽暋 基本概念

本文所指的集合都是有限集合棶记集合 椊
楙棻棳棽棳暛棳 楜棶

棬棻棭集簇椇以集合 的子集为元素的集合称为

的集簇椲椄椵棶例如椇 椊 楙棻棳棽棳棾楜棳则下面两个都

是 的集 簇椇楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜楜棳楙楙棽楜棳楙棻棳
棽棳棾楜楜棶

棬棽棭拓扑椇如果 上的集簇 满足下面两个条

件棳则 为上的拓扑椲棻棸椵棶
栙煣棳 暿 椈
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栚炐 棳 暿 棳均有 暽 棳 暼 暿
拓扑的集簇必须包含空集和全集棳因此不妨假

设每个集簇隐含了空集和全集棳这样的集簇叫做可

行集簇棶

棾暋 递推算法

采用递推算法可以减少穷举的数量棳在相对小

的范围内筛选拓扑棶
子集是拓扑的构成元素棳从子集的角度来研究

拓扑的构建是最基本也是最直接的方法棶
用一个整数表示一个集合棳其二进制位为棻表

示对应元素的存在棶例如椇棾个元素的集合棳楙棳棳楜
用椃棬棻棻棻棽棭表示椈楙棳楜用椂棬棻棻棸棽棭表示椈楙棳楜用

椀棬棻棸棻棽棭表示椈楙楜用棿表示椈楙棳楜用棾表示椈楙楜用
棽表示椈楙楜用棻表示椈空集用棸表示棶

因此棳 元集合的子集可用棸暙棽 棴棻的整数来

表示棶
棾棶棻暋 可行集簇间的递推

上的可行集簇隐含了空集 棬棸棭和全集 棬棽 棴
棻棭两个子集棳由棽 棴棽个子集构成棳分别是棻暙棽棴棻

棴棻棳棽棴棻 暙棽 棴棽棳显然棳其中棻暙棽棴棻棴棻是的 棴棻
子集棳棽棴棻暙棽 棴棽是与新元素 相关的子集棶将
上的可行集簇分为两个部分椇

棬棻棭不包含与新元素 相关的子集

栙 可行集簇如果包含子集 棴棻棳就在 棴棻 上的

可行集簇中加入 棶
栚 可行集簇如果不包含子集 棴棻棳就在 棴棻 上

的可行集簇中用 替代 棴棻棶
棬棽棭包含与新元素 相关的子集

在棬棻棭中所得可行集簇中添加子集棽棴棻 暙棽 棴
棽的组合棶

因此棳生成 上的可行集簇时棳分为以下三步棳
以 棾 椊 楙棻棳棽棳棾楜为例椇

步骤棻椇在 棴棻 的可行集簇中加入 棶
例如椇在楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜楜中加入楙棻棳棽棳

棾楜得到楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜棶
步骤棽椇在 棴棻 的可行集簇中用 替代 棴棻棶
例如椇在楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜楜中用楙棻棳棽棳棾楜

替代楙棻棳棽楜得到楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜棶
步骤棾椇在步骤棻和步骤棽所得可行集簇中添加

子集棽棴棻 暙棽 棴棽的任意组合棶
例如椇在楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜中加

入 棾楙 楜得 到 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳
棾楜楜椈加入楙棾楜棳楙棻棳棾楜得到楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳

楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜椈加入楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳
楙棽棳棾楜得到楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳
楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜棶

步骤棻暙棾由 棴棻 的可行集簇生成了 上的

可行集簇棶
引理棻暋 上的可行集簇可由 棴棻 上的可行

集簇递推而来棶
有了可行集簇之间的递推关系棳经过进一步的

论证得到拓扑之间的递推关系棶
棾棶棽暋 拓扑间的递推

定理棻暋 上的拓扑可由 棴棻 上的拓扑递推

而来棶
证明 由引理棻可知 上的可行集簇可由 棴棻

上的可行集簇递推而来棶 棴棻 上的可行集簇分为两

部分椇是拓扑的可行集簇和不是拓扑的可行集簇棶只
要证明 棴棻 上不是拓扑的可行集簇棳经过步骤棻暙
棾递推后得到的集簇仍然不是拓扑棳也就证明了

上的拓扑可由 棴棻 上的拓扑递推而来棶
设 是 棴棻 上任一不是拓扑的可行集簇棳则必

有 烐 棳 暿 棳使得 暼 烖 或者 暽 烖 棶
令 棴 棴棻 椊 楙 楜棳对于步骤棻暙棾中产生的

任一新子集 棳均有 暿 棶由于 棳 均为 棴棻 的

子集棳从而有 烖 暼 且 烖 暽 棶因此可得

曎 暼 而且 曎 暽 棶
由 的任意性知棳经过步骤棻暙棾递推后 暼

或者 暽 仍然不在集簇中棶即递推后得到的集簇

仍然不是拓扑棶
棾棶棾暋 算法描述

由 棴棻 的拓扑生成 上的拓扑步骤如下椇
第棻步椇求 上的拓扑基棶
拓扑基由两部分构成椇一部分是在原来的拓扑

中加入 棳一定都是拓扑棳称为直系拓扑椈另一部分

是在原来的拓扑中用 替代 棴棻棳如果是拓扑称为

置换拓扑棶
第棽步椇扩展子集棶
求与新元素 相关的子集棽棴棻 暙棽 棴棽棳组合

后得到扩展子集簇棳满足封闭性的扩展子集簇称为

有效集簇棶
封闭性椇对于 上的集簇 棳炐 棳 暿 棳如果

满足以下条件椇
栙 暽 暿
栚 暼 暿 或者 暼 椊
称集簇 满足封闭性棶
第棾步椇扩展集簇棶在拓扑基的每个拓扑中添加

棻棻棻
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有效集簇棳然后判断它们是否是拓扑棶

棿暋 算法实验

举例说明由 棽 椊 楙棻棳棽楜的拓扑递推得到 棾
椊 楙棻棳棽棳棾楜的拓扑棶

棬棻棭生成拓扑基

栙 直系拓扑棶在 棴棻 的拓扑中加入 棳全部都

是拓扑棳如表棻所示棶
表棻暋 直系拓扑

原拓扑 加入楙棻棳棽棳棾楜 是否

为拓扑

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳
楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

栚 置换拓扑棶在 棴棻 的拓扑中用 替代 棴棻

得到的拓扑棳如表棽所示棶
表棽暋 置换拓扑

原拓扑 用楙棻棳棽棳棾楜替代楙棻棳棽楜 是否为拓扑

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

因此棳拓扑基有椃个拓扑棶
棬棽棭扩展子集

与新元素 相关的子集有棾个椇楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳
楙棽棳棾楜棶扩展集簇共有棽棾棴棻椊椃个棳有效集簇有椂
个棳其中集簇楙楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜楜不满足封闭性棶

棬棾棭扩展集簇

在拓扑基的每个拓扑中分别添加有效集簇棳然
后判断它们是否是拓扑棬表棾暙 表椀举例说明棭棶

表棾暋 扩展集簇棻
拓扑基 加入 棾楙 楜 是否为拓扑

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

表棿暋 扩展集簇棽
拓扑基 加入楙棾楜棳楙棻棳棾楜 是否为拓扑

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

暋暋 最后得到 棾上的拓扑共有棽椆个棬其中拓扑基椃
个棭棶

棬棿棭结果分析

实验过程中发现棳判断一个集簇是否是拓扑所

需的时间与扩展集簇所需的时间相比棳前者几乎可

以忽略不计棶
穷举法对所有的可行集簇逐一检查是否为拓

扑椈递推算法对所有的扩展子集簇逐一检查是否为

棽棻棻
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有效集簇棳两者的计算量对比如表椂所示棶
表椀暋 扩展集簇棾

拓扑基 加入楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜 是否为拓扑

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 否

楙煣棳楙棻楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棻楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

楙煣棳楙棽楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 楙煣棳楙棽楜棳楙棾楜棳楙棻棳棾楜棳楙棽棳棾楜棳楙棻棳棽棳棾楜楜 是

表椂暋 计算量比较

元素个数 穷举法 递推算法

棾 椂棿 椀椂
棿 棻椂棾椄棿 椀椃椂棸
椀 棻棸椃棾椃棿棻椄棽棿 棻椂棾椄棿棸棸棸
椂 棿椂棻棻椂椄椂棸棻椄棿棽椃棾椄椃椆棸棿 棻椆棿棿棻棻椂椆棿椂椀棾棿棿

表椂中的数据说明棳随着元素个数的不断增加棳
与穷举法相比棳递推算法大大减少了扩展集簇的数

量棳从而减少了计算时间棶实验表明该递推算法是有

效的棶

椀暋 结束语

本文主要做了两方面的工作椇
棬棻棭从算法的角度分析拓扑构建问题棶在构建

拓扑时棳该算法没有重复和遗漏棳避免了繁重的查重

和查漏工作棳而且易于编程实现棶
棬棽棭用递推的思想解决构建拓扑问题棶本文从

分析拓扑的结构特征出发棳研究有限集上的拓扑构

建问题棳以 棴棻 的拓扑为基础得到 上的拓扑棳避
免了大规模的穷举棳从而降低了计算时间棶

本文的算法还有一些需要改进的地方棳比如减

少扩展子集簇的无效运算棶另外棳递推的步骤可以进

一步细化棳以便更好地对拓扑的结构性质进行研究

和应用棶
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