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摘　要：针对基础矩阵估计过程中因异常数据的影响导致精度和稳定性不好等问题，提出一种新的基础矩阵的估
计算法．该算法首先对匹配点采用了新的分组抽样策略，突出了随机性和均匀性．然后以对极距离作为准则，通过
二次中值的方法获得新的内点集和基础矩阵初值．最后引入动态惩罚加权的思想，对新的匹配点集进行非线性优
化，恢复了精确的对极几何关系．大量的模拟数据和真实图像实验数据结果表明，在误匹配和噪声存在的情况下，
提出的算法切实可行，能够提高基础矩阵估计的精度和鲁棒性．
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１　引言

从二维图像中获取所拍摄场景的三维信息是摄

影测量与计算机视觉等学科研究的热点内容之

一［１］．为了获得三维信息，通常是在同一场景至少

拍摄两幅图像，通过恢复其在空间中的几何关系来

达到目的．从两个不同视点处获得的同一场景的两
幅图像间存在着重要的几何约束关系，即对极几何

关系，它的代数表示就是基础矩阵［２］．基础矩阵以
一种简洁的方式将同一场景的两幅图像联系起来，
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它的精确估计问题是三维重建、运动估计、相机定

标、匹配和跟踪［３］的关键问题，在计算机视觉等诸

多领域中具有重要的地位．
目前，对基础矩阵的估计方法大致可以分为三

类：线性方法、迭代方法和鲁棒方法［４］．为了尽可能
地抑制异常数据对计算结果的影响，出现了诸如Ｍ
Ｅｓｔｉｍａｔｏｒ算法［５］、ＬＭｅｄＳ（ＬｅａｓｔＭｅｄｉｕｍＳｑｕａｒｅ）算
法［６］和ＲＡＮＳＡＣ（ＲａｎｄｏｍＳａｍｐｌｅＣｏｎｓｅｎｓｕｓ）［７］算法
之类的鲁棒算法，其核心思想是通过一定的抽样检

验方法将匹配集中误差大的匹配点剔除，生成一个

整体误差较小的点集，成为内点集，然后在内点集中

利用其他算法获得基础矩阵［８］．鲁棒算法对错误匹
配点及坏点等异常数据抑制效果明显，因此获得了

广泛应用．
为了进一步抑制异常点对估计结果的影响，本

文分析了几种估计算法的优缺点，对其进行改进，提

出一种新的估计算法．

２　对极几何和基础矩阵

如图１所示，设同一场景的两幅图像为Ｉ，Ｉ′，ｍｉ
＝（ｘ１，ｙ１，１）

Ｔ和 ｍｉ′＝（ｘ１，ｙ１，１）
Ｔ分别为空间点Ｍｉ

在两幅图像上的投影点．则ｍｉ′必定位于 ｍｉ在图像
Ｉ′中的对极线ｌ′（Ｉ′＝Ｆｍｉ）上，即

ｍｉ′
ＴＦｍｉ＝０，其中Ｆ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３
ｆ３１ ｆ３２ ｆ











３３

（１）

这里，Ｆ即为基础矩阵．将Ｆ写为ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｆ４，
ｆ５，ｆ６，ｆ７，ｆ８，ｆ９）的形式，则有

Ａｆ＝０，
式中，

Ａ＝（ｘ２ｘ１，ｘ２ｙ１，ｘ２，ｙ２ｘ１，ｙ２ｙ１，ｙ２，ｘ１，ｙ１，１）（２）

图１　对极几何示意图

每对匹配点对应着上式这样一个方程，当存在

多组匹配点时，可建立多个方程，通过解方程组来求

解基础矩阵，这就是线性法中的７点法、８点法的理
论依据［９］．

３　新的鲁棒估计算法

３．１　新的分组抽样策略
在经典的鲁棒算法中，比如最小平方中值算法

（ＬＭｅｄＳ）、ＲＡＮＳＡＣ算法等，其基本原理都是对原始
的样本点集进行随机抽样，抽出８对匹配点构成子
样本进行计算和优化，这样产生的一个子样本中８
个点的相互位置可能会靠得很近，由这些点求出的

基础矩阵很不稳定，误差很大．为了避免这种情况的
出现，达到更好的稳定性和效率，本文提出一种新的

分组抽样策略，过程描述如下所示．
（１）通过一定的特征点提取和匹配算法得到两

幅图像一一对应的多组匹配点．
（２）以第一幅图像为准，将图像上的匹配点根

据同坐标系原点的距离从小到大排列，然后依次平

均分成８组（保证除最后一组外每组中的匹配点个
数相同）．

（３）为了获得含有８个点的子样本，第一次抽
样从每个组中分别“无放回”地随机抽出一个匹配

点，然后利用改进的８点算法计算基础矩阵．以后的
抽样，都是从每个组中剩下的匹配点中再次随机

抽样．
本文提出的分组抽样策略相当于将图像人为划

分成８块，每块中都有相同数目的匹配点，充分考虑
到了图像各个区域，每个子样本中的匹配点分布较

为分散平均，几乎所有的匹配点对都参与了随机抽

样，保证了整个过程的随机性和均匀性．每次抽取得
到的一个子样本都可以计算出相对稳定、准确的一

个基础矩阵，作为整个算法的“一次初值”．
３．２　新的内点集和基础矩阵初值的获取

要进行基础矩阵的估计，就要剔除误差较大的

匹配点．鲁棒算法的核心思想就是通过一定的抽样
检验方法将匹配集中误差大的匹配点剔除，生成一

个整体误差较小的内点集，然后对内点集中采用不

同的算法获得基础矩阵．
本文是以最小平方中值法为基础，利用二次中

值的方法获得剔除匹配点的阈值，从而筛选出新的

内点集．这里将两匹配点偏离对应极线的距离的平
方和作为误差的度量，主要步骤如下所示．

（１）假设从３．１节中可以得到 ｍ个子样本，即
得到ｍ个基础矩阵初值，记为Ｆｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）．

３３
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（２）利用各个Ｆｊ计算所有匹配点对的对极距离
平方之和，计算方法如下：

ｒ２ｉ ＝ ｄ２（ｍｉ，Ｆ
Ｔｍｉ′） ＋ ｄ２（ｍｉ′，Ｆｍｉ） ＝

∑
ｍ

ｉ＝１
［

（ｍＴｉＦ
Ｔｍｉ′）

２

（ＦＴｍｉ′）
２
１＋（Ｆｍｉ）

２＋
（ｍｉ′

ＴＦＴｍｉ）
２

（ＦＴｍｉ′）
２
１＋（Ｆｍｉ）

２］

（３）
（３）将ｒ２ｉ从小到大排列，计算最小值到中值之

间的中值，即“二次中值”，记作 ＭＭｊ（ｊ＝１，２，…，
ｍ）．考虑到当匹配点中误匹配所占比重较大，甚至
超过５０％时，中值受其影响会很大，这里取“二次中
值”可以有效抑制匹配点中误匹配点和坏点的

影响。

（４）选ＭＭｊ中的最小值，记为ＭＭＪ，计算标准偏

差σ＝１．４８２６（１＋５／（ｎ－８）） ＭＭ槡 Ｊ（ｎ表示匹配
点对的数目），并保留对应的基础矩阵ＦＪ．

（５）通 过 一 个 简 单 的 加 权 函 数 ｗｉ ＝

１　ｒ２ｉ≤（２．５σ）
２{ ０　ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
将误差较大的匹配对从原始数

据集合中剔除，以此获得新的较精确的内点集．
（６）通过求解下式的加权最小二乘法来得到一

个更加精确的基础矩阵，作为整个算法的“二次初

值”．

ｍｉｎ∑
ｉ
ｗｉｒ

２
ｉ （４）

３．３　基于动态惩罚加权的非线性优化
得到近似精确的基础矩阵“二次初值”后，便可

利用 Ｍ估计算法中的加权函数进行非线性优化计
算，本文在这个过程中引入了动态惩罚加权的思想，

具体思路如下所示．
从工程角度提出的动态惩罚加权方法，其基本

思想是，在多目标优化过程中，根据各分目标的值来

确定其所对应的权因子值ｗｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ，其中ｎ
为分目标函数），确定的原则是让距离期望值越远

的分目标，获得的权值越重，即该权因子值相当于一

个惩罚因子，使其对应的分目标得到优先的优化．而
对于基础矩阵的问题来说，则是“反惩罚”加权．因
为对极距离距离期望值越远，表明误差越大，需要减

缓优化，甚至不优化，权函数应越小．所以，本文中的
加权函数是对极距离的倒数，同对应的分目标成反

比例．
此外，由于误差受很多因素的影响，可以假定它

是服从高斯分布的，即９９．８７％的误差分布在３σ（σ
方差）以内，把误差大于３σ匹配点作为异常匹配
点，并把它们剔除．故本文中在基础矩阵的进一步优

化计算中改进了Ｈｕｂｅｒ加权函数［１０］（函数如下式），

得到更好的优化效果．通过再一次加权最小二乘法
的计算，得到整个算法最终的精确的基础矩阵Ｆ．

ｗｉ＝

１ ｒｉ≤３σ

σ／ｒｉ σ＜ ｒｉ≤３σ

０ ｒｉ≤３
{

σ

（５）

３．４　算法的流程图
算法的流程图如图２所示．

图２　算法流程图

４　实验结果及分析

为了检验该算法的精度和鲁棒性，本文分别从

模拟数据（带有标准方差 σ的高斯噪声）和不同场
景的真实图像等方面，将本文的算法同已有的８点
线性算法、ＬＭｅｄＳ算法做了比较实验．比较过程中是
以如下式所示的所有匹配点的平均余差ｒｉ作为衡量
算法精度的准则．

ｒｉ＝ ｍｉ＇
ＴＦｍｉ （６）

４．１　模拟数据实验
表１中列出了上述３种算法在不同参数的高斯

噪声下的平均余差．从表１中可以得出结论：随着方

４３
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差的增大，噪声越严重，匹配点的个数和准确性都会

受影响，从而影响估计的精度．相比较而言，本文提
出的算法在不同参数噪声的情况下始终保持较高的

估计精度，也显示出其良好的稳定性．
表１　３种算法针对不同高斯噪声的精度比较

８点算法 ＬＭｅｄＳ算法 本文算法

σ＝０ ０．１０５９ ０．０５１２ ０．０１０４

σ＝０．０１ ０．２４２２ ０．０７４２ ０．０１５９

σ＝０．０１５ ０．４４３１ ０．０５８１ ０．０３０５

σ＝０．０２ ０．４４４６ ０．０６３６ ０．０４８０

σ＝０．０３ ０．５７７９ ０．０６３７ ０．０４４８

σ＝０．０５ ０．８０７９ ０．１０４４ ０．０４７１

　　当然，从实验数据来看，本文算法和 ＬＭｅｄＳ算
法存在方差大，误差反而较小的个别情况．这是因为
鲁棒性算法会受到随机选取匹配点的影响，存在一

定的偶然性．
４．２　真实图像实验

本文选取了不同场景的图像进行实验，如图３
所示．为了得到更可靠的结果，对真实图像实验充分
考虑到了误差的随机性，对每一种算法都做了１０次
实验，以它们的平均值作为最终的结果来进行比较．
结果如图４和表２所示．

图３　真实图像

表２　不同场景３种算法的平均余差比较

８点算法 ＬＭｅｄＳ算法 本文算法

图４　两种不同场景下３种算法的余差曲线比较

室内静物
０．１６５２
０．０９５２

０．０５３４
０．０６０６

０．０２８０
０．０３１３

室外场景
０．１７５６
０．２０６２

０．０８１６
０．１０４８

０．０３２１
０．０５０１

　　分析图４和表２所示的实验结果，虽然真实图
像的实验效果不如模拟数据那样理想化，但是仍然

可以看出，在不同场景下，因为８点算法仅仅是利用
线性方法求解基础矩阵，并无多少物理意义，故容易

受异常数据的影响，误差起伏很大，总体上来说精度

不高，鲁棒性很差；ＬＭｅｄＳ算法在此基础上已经加入
了剔除异常数据的步骤，计算精度和稳定性上已有

所改善，但仍然不太理想．而本文提出的算法无论同
线性方法，还是现有的 ＬＭｅｄＳ鲁棒算法相比，准确
性上有了很大提升，而且基础矩阵估计的余差比较

平缓，显示出了很好的鲁棒性．

５　结束语

本文在现有的几种基础矩阵估计算法的基础

上，针对其中异常数据的影响提出一种新的估计算

法．该算法通过新的分组抽样策略和二次中值的方
法获得准确的基础矩阵初值，然后利用动态惩罚加

５３
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权的思想对其进行加权计算，最终得到了更为准确

的基础矩阵．对模拟数据和真实图像的实验数据表
明，在异常数据及高斯噪声存在的情况下，该算法有

效可行，具有较高的准确性和鲁棒性．但是该算法在
获得高精度数据的同时增加了执行时间，这也是后

续工作需要改善的地方．
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