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一种基于多项式调和表示的拉普拉斯滤波核

杜振龙，鲍明琦
（南京工业大学 计算机科学与技术学院，江苏 南京２１１８１６）

摘　要：滤波（卷积）是信号、图像处理常用的前端、后端处理步骤，对此提出了一种以多项式基线性调和表示子频

谱段滤波的拉普拉斯滤波核的算法，用主向量分析法提取影响突出的子频谱段滤波，利用谱理论扩展频谱至连续

无限尺度空间．实验结果表示，所提方法能够从拉普拉斯滤波中提取出多个代表性子频谱滤波，析取出子频谱段作

用的特征频谱图像；与此同时，使用了四个评估标准以验证多项式表示的拉普拉斯滤波核与普通的拉普拉斯滤波

核的一致性；最后的实验部分也验证了利用算法所表示的拉普拉斯滤波核可以用来反演滤波核．
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１　引言

滤波（卷积）作为图像编辑操作常用的前端、后

端操作，用以去除噪声、弱化细节、制造特效、调和色

彩等，在多尺度空间图像中的处理更是发挥着必不

可少的作用［１４］．其中拉普拉斯滤波器、双边滤波

器［５］以及文献［３］中分析图像像素间的扩散映射算

法都有着很好的保边效果．文献［１］根据拉普拉斯的

尺度特性提出了一种局部拉普拉斯滤波器，增强图

像细节的同时使图像具有平滑特性，能够得到高质

量的细节图像．基于这种局部拉普拉斯滤波器的研

究，文献［２］将局部拉普拉斯滤波器与双边滤波器相

结合提出了一种非标准化的双边滤波．文献［４］将高

斯滤波器在尺度空间内用一系列分段多项式进行标

示，受文献［４］的启发，本文将拉普拉斯滤波核函数

在尺度空间中用一系列多项式形式的特征函数簇调

和表示出来，令拉普拉斯滤波后的图像看成是原图

像与一系列特征频谱图像卷积后的结果与特征函数

簇的线性结合所产生，本文算法能够在深入了解拉

普拉斯滤波的同时反求出拉普拉斯的滤波核．

滤波核的评估是图像研究领域的一个热点问

题．本文算法的一个重要应用在于能够通过未知滤
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波核大小的拉普拉斯滤波图像反演出拉普拉斯滤波

核．文献［６］所提出的模糊图像的模糊核盲反演算

法，不能反演出拉普拉斯滤波这种提取边缘特征的

滤波图像的滤波核．文献［７］利用反卷积算法能够很

好地求出由于相机抖动和物理运动所产生的模糊

核，而在本文中将拉普拉斯滤波图像用多项式表示

之后，通过展开后移项等操作，可以使用最小二乘法

求解出拉普拉斯滤波核的一个较为准确的结果．并

且这种数值求解方法具有高效、精确的效果．

２　拉普拉斯滤波的多项式表示

本文利用谱扩展理论［８］将拉普拉斯滤波核从有

限离散扩展至连续无限的尺度空间，通过求解一个

积分方程的特征值与特征向量得到多项式的表达

式，从而表示出拉普拉斯滤波核，并且通过这种表示

方式可以反求出拉普拉斯滤波核的大小．

２．１　拉普拉斯滤波的频谱分解

模糊范围在狊１和狊２之间的拉普拉斯高斯核表

达式如下：

犵犔 ＝ "

２
犵（狓，狔，狊）＝

－２狊
２
＋狓

２
＋狔

２

２π狊
６

·

ｅｘｐ（－
狓２＋狔

２

２狊２
），

狊１≤狊≤狊２ （１）

函数犵犔可用尺度狊依赖的特征函数簇φ（狊）扩

展为犖项，即用φ（狊）调和表示
［９］
犵犔的形式为

犵犔（狓，狔，狊）＝∑
!

犻＝０∫
狊２

狊１

犵犔（狓，狔，狋）φ犻（狋）ｄ（ ）狋φ犻（狊）

＝∑
犖

犻＝０∫
狊２

狊１

犵犔（狓，狔，狋）φ犻（狋）ｄ（ ）狋φ犻（狊） （２）
对输入图像犐（狓，狔）的拉普拉斯高斯滤波，可以

看成是犐（狓，狔）在对应尺度狊上的与拉普拉斯滤波

核的卷积．

犳（狓′，狔′，狊）＝犵犔（狓，狔，狊）犐（狓－狓′，
狔－狔′）ｄ狓ｄ狔 （３）

将式（２）代入式（３）可得：

犳（狓′，狔′，狊）＝∑
犖

犻＝０∫
狊２

狊１

犵（狓，狔，狋）φ犻（狋）ｄ（ ）狋φ犻（狊）
　犐（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔

＝∑
犖

犻＝０
φ犻（狊）∫

狊２

狊１

犵（狓，狔，狋）φ犻（狋）ｄ（ ）｛ 狋

　犐（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ ｝狔 （４）

令犉犻（狓，狔）＝∫
狊２

狊１

犵犔（狓，狔，狋）φ犻（狋）ｄ狋 （５）

将式（５）代入式（４）可得：

犳（狓′，狔′，狊）＝∑
犖

犻＝０
φ犻（狊）犉犻（狓，狔）犐（狓－狓′｛ ，

狔－狔′）ｄ狓ｄ ｝狔 （６）

上述式中的犉犻（狓，狔）可以看成是由拉普拉斯高

斯滤波器在谱分解后的一系列二维函数，它的二维

图像可以看成是拉普拉斯滤波器的子频谱段作用的

特征频谱图像，在本文中将其称为拉普拉斯高斯滤

波过程中的本征滤波器．拉普拉斯滤波图像可以由

一系列本征滤波器与输入图像卷积后的结果与对应

的特征函数簇φ犻（狊）的线性结合得到．

为了求解特征函数φ（狊）的表达式，本文用主成

分分析法（ＰＣＡ）提取犵犔的代表性子频谱滤波，即求

解由拉普拉斯滤波核构成协方差构成的犖×犖（犖

为［狊１，狊２］尺度空间滤波核离散个数）矩阵特征值获

得

〈犵犔１，犵犔１〉 〈犵犔１，犵犔２〉 … 〈犵犔１，犵犔犖〉

〈犵犔２，犵犔２〉 〈犵犔２，犵犔２〉 … 〈犵犔２，犵犔犖〉

   

〈犵犔犖，犵犔１〉 〈犵犔犖，犵犔２〉 … 〈犵犔犖，犵犔犖

熿

燀

燄

燅〉

φ＝λφ

（７）

式（７）协方差矩阵中的尺度狊∈［狊１，狊２］虽为离

散值，然而滤波核狊的尺度范围为 ０，＋［ ］! ．为了使

式（７）的子频谱滤波具有代表性，本文采用谱扩展

理论把有限域的特征值问题扩展至无限域特征值问

题，即需要将该求解协方差矩阵特征值问题转化为

求解如下积分方程问题．

犵犔（狓，狔，狋）犵犔（狓，狔，狊）ｄ狓ｄ狔φ（狋）ｄ狋＝λφ（狊）
（８）

式中，

犵（狓，狔，狋）犵（狓，狔，狊）ｄ狓ｄ狔

＝
－２狊

２
＋狓

２
＋狔

２

２π狊
６ ｅｘｐ（－

狓２＋狔
２

２狊２
）·

　
－２狋

２
＋狓

２
＋狔

２

２π狋
６ ｅｘｐ（－

狓２＋狔
２

２狋２
）ｄ狓ｄ狔

＝
４

π（狊２＋狋２）３
（９）

将式（９）代入式（８）中，可得：

∫
狊２

狊１

４

π（狊２＋狋２）３φ
（狋）ｄ狋＝λφ（狊） （１０）

为了使积分方程具有确定解，把特征函数φ（狊）

用多项式表示．

φ犻（狊）＝犪犻，０＋狊犪犻，１＋狊
２犪犻，２＋…＋狊犖犪犻，犖

４６
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＝（１，狊，狊，…，狊犖）·犪犻 （１１）

将式（１１）代入式（１０）得：

∫
狊２

狊１

４（１，狋，狋２，…，狋犖）

π（狊２＋狋２）３
犪犻ｄ狋＝λ（１，狊，狊２，…，狊犖）犪犻

对该方程左右两边同时乘以多项式向量（１，狊，

狊２，…，狊犖），并对参数狊进行积分，以上积分方程可以

转化为求解如下（犖＋１）（犖＋１）矩阵的广义特征

值问题：

犓犪＝λ犛犪 （１２）

式中，矩阵犓和矩阵犛的元素分别为

犓犻＋１，犼＋１＝
４
π

狊犼狋犻

（狊２＋狋２）３
ｄ狊ｄ狋，

犛犻＋１，犼＋１＝∫狊
犻＋犼ｄ狊＝

狊１＋犻＋犼

１＋犻＋犼
．

求解出以上方程的特征值λ犻和对应的特征向量

犪犻后，将犪犻代入方程（８）中即可得到特征函数φ（狊）

的表达式，即求解出的特征向量为特征函数的系数．

求出φ（狊）的表达式后代回式（５）即可得到本征

滤波器犉犻（狓，狔）形式：

犉犻（狓，狔）

＝∫
狊２

狊１

犵犔（狓，狔，狊）φ犻（狊）ｄ狊

＝∫
狊２

狊１

－２狊
２
＋狓

２
＋狔

２

２π狊
６

·ｅｘｐ（－
狓２＋狔

２

２狊２
）∑
犖

狀＝０

狊狀犪犻，狀ｄ狊

＝－∑
犖

狀＝０

犪犻，狀·
槡２

π狉
３
（狉
２１
／２
）狀×

　 Γ（
５－狀
２
，狉
２

２狊２１
，狉
２

２狊２２
）－Γ（

３－狀
２
，狉
２

２狊２１
，狉
２

２狊２２［ ］） （１３）

式中，狉２＝狓２＋狔２．

将式（１１）φ（狊）的表达式代入式（６）中，即可得

到用多项式表示的拉普拉斯滤波图像：

犳（狓′，狔′，狊）＝∑
犖

犻＝０

（１，狊，狊，…，狊犖）·

犪犻犉犻（狓，狔｛ ）犐（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ ｝狔

令式中犉犻（狓，狔）犐（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔 ＝
狇犻（狓′，狔′），即可得到：

犳（狓′，狔′，狊）＝∑
犖

犻＝０

（１，狊，狊，…，狊犖）犪犻·狇犻（狓′，狔′）

（１４）

２．２　由模糊图像反演滤波核

假设有一输入图像犐（狓，狔），它的拉普拉斯滤波

图像犾（狓，狔，狊），滤波图像的尺度大小为狊（狊１≤狊≤

狊２），这里狊的具体数值是未知的，利用拉普拉斯滤波

核的分解方法可解析出滤波核狊的值．

将式（１４）中多项式系数的向量形式犪犻写成标

量形式，可得：

犾（狓，狔，狊）＝∑
犖

犻，犼＝０

狇犻（狓，狔）狊犼犪犻，犼 （１５）

令犖＝３，将式（１５）展开，可得：

犾（狓，狔，狊）＝狇０（狓，狔）∑
３

犼＝０

狊犼犪０，犼＋狇１（狓，狔）∑
３

犼＝０

狊犼犪１，犼＋

狇２（狓，狔）∑
３

犼＝０

狊犼犪２，犼＋狇３（狓，狔）∑
３

犼＝０

狊犼犪３，犼

移项，并进一步展开：

［狇０（狓，狔）犪０，３＋狇１（狓，狔）犪１，３ ＋狇２（狓，狔）犪２，３ ＋

狇３（狓，狔）犪３，３］狊３ ＋ ［狇０（狓，狔）犪０，２ ＋狇１（狓，狔）犪１，２ ＋

狇２（狓，狔）犪２，２ ＋狇３（狓，狔）犪３，２］狊２ ＋ ［狇０（狓，狔）犪０，１ ＋

狇１（狓，狔）犪１，１＋狇２（狓，狔）犪２，１＋狇３（狓，狔）犪３，１］狊＋［狇０（狓，

狔）犪０，０＋狇１（狓，狔）犪１，０＋狇２（狓，狔）犪２，０＋狇３（狓，狔）犪３，０－

犾（狓，狔，狊）］＝０ （１６）

假设：

犃＝狇０（狓，狔）犪０，３＋狇１（狓，狔）犪１，３＋

狇２（狓，狔）犪２，３＋狇３（狓，狔）犪３，３ （１７）

犅＝狇０（狓，狔）犪０，２＋狇１（狓，狔）犪１，２＋

狇２（狓，狔）犪２，２＋狇３（狓，狔）犪３，２ （１８）

犆＝狇０（狓，狔）犪０，１＋狇１（狓，狔）犪１，１＋

狇２（狓，狔）犪２，１＋狇３（狓，狔）犪３，１ （１９）

犇＝狇０（狓，狔）犪０，０＋狇１（狓，狔）犪１，０＋

狇２（狓，狔）犪２，０＋狇３（狓，狔）犪３，０－犾（狓，狔，狊）

（２０）

犃、犅、犆、犇中的狇犻（狓，狔）（犻＝０，１，２，３）可由输

入图像犐（狓，狔）与对应的本征图像犉犻（狓，狔）卷积求

得，因此多项式系数犃、犅、犆、犇是可求的．将犃、犅、犆、

犇分别代入到式（１６）中，可得到一个多项式方程．因

此，由滤波图像反演滤波核的问题可以转化为一个

求解多项式方程的问题．

求解方程：

犃狊３＋犅狊
２
＋犆狊＋犇＝０ （２１）

由于该方程是一个约束过量的问题，犃、、犅、犆

矩阵中对应的每个元素都可组成一个多项式方程，

因此可以通过最小二乘法求得未知滤波核狊的值．

３　实验

本文实验在ｍａｔｌａｂ２０１２与ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ环境

下共同完成，为方便起见，所有的输入图像均为５１２

×５１２的ＲＧＢ彩色图像．在处理时将输入彩色图像

的ＲＧＢ空间分通道进行处理，再合成为一个三通道

的结果图像，实验中参数取犖＝３．本文将在实验部
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分展示拉普拉斯滤波核的多项式表示过程，拉普拉

斯滤波核的反演结果，以及对调和表示的拉普滤波

图像的评估．

３．１　拉普拉斯滤波核分解结果

本文使用ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ工具对方程（１２）进行求

解，求出的特征值与特征向量如表１所示，将特征向

量代入式（１１）中即可得到多项式表示的特征函数的

表达式．对拉普拉斯滤波核处理过程如图１所示，重

新得到的拉普拉斯图像是输入图像与本征图像犉犻

（狓，狔）卷积的结果再与特征函数线性结合所得，图１

中滤波图像的拉普拉斯滤波核系数狊＝１．５．图２展

示了拉普拉斯滤波核的四个具有代表性的子频谱段

特征频谱图像即四个本征图像的三维形式．

表１　特征值与特征向量

犪０ 犪１ 犪２ 犪３

－５．３５９７ －６．１２３４ －３．３２６２ １．４０８４

４．８５３３１ ７．６２８５７ ４．８１３１７ －２．２４０６

－１．４１７９ －２．６１９４ －２．００３５ １．０６４４

０．１３３６３ ０．２７１７５ ０．２３８４０ －０．１４９５

λ０＝０．０２２２ λ１＝０．００１１４ λ２＝０．００００７ λ３＝０．０００００３

图１　拉普拉斯滤波核处理过程

３．２　拉普拉斯滤波核分解结果分析

本文算法与普通算法的对比结果如表２所示，

由于拉普拉斯滤波器具有保边性和降噪性，因此本

文对比结果图像的ｐｓｎｒ值和边缘数量，而图像的动

态范围反映了图像的品质和图像细节，因此本文也

图２　本征图像

评估结果图像的动态范围．文本边缘数量的计算是

通过统计两幅图像中像素之差大于某一阈值得到

的，其中相同数据的阈值大小设置相同．由表２可以

看出，普通滤波图像与本文算法所得的滤波图像的

ｐｓｎｒ、边缘数量以及动态范围差别都不大．
表２　算法评估

数据１

ｐｓｎｒ 边缘数量 动态范围

普通滤波 ９．６４ ３０３３２ ［０．０７４，０．９８４］

本文算法 ９．６３ ２９８２１ ［０．０７４，０．９８４］

数据２

普通滤波 １１．１２ ３１４６９ ［０．０９８，０９６０８］

本文算法 １１．１４ ３０７８７ ［０．０９４，０．９５７］

数据３

普通滤波 ８．９７ ２３６１４ ［０．０２４，０．９７７］

本文算法 ８．９７ ２３０１９ ［０．０２４，０．９７７］

３．３　拉普拉斯滤波核的反演

本文中将拉普拉斯滤波图像用式（１５）中的多项

式形式表示，可以通过求解式（２１）表示的方程来求

出未知拉普拉斯滤波图像的滤波核系数狊的值，将

求解得到的狊值代入拉普拉斯滤波核表达式中即可

反演出滤波核，过程如图３所示．由图中的差分图像

可知所求得的拉普拉斯滤波核与未知拉普拉斯滤波

图像的滤波核基本一致．

４　结束语

拉普拉斯滤波在提取图像边缘特征的同时抑制

了噪声，因此是图像滤波中常见的滤波操作．本文将

拉普拉斯滤波核表达式用一系列多项式形式表示的

特征函数簇调和表示，提取具有代表性的拉普拉斯

子频谱段的特征频谱图像，从而将最终的滤波图像

表达成多项式的形式．通过对本文算法与普通拉普

６６



　第８期 杜振龙，等：一种基于多项式调和表示的拉普拉斯滤波核

图３　滤波核反求过程

拉斯滤波图像的差分图像、ｐｓｎｒ、边缘数量以及动态

范围的四种对比，可以看出本文算法的可行性．针对

基于拉普拉斯滤波图像的多项式表示，本文也提出

了一种反演拉普拉斯滤波核的算法．通过利用最小

二乘法求解一个一元三次多项式方程即可反演出拉

普拉斯滤波核，由于将反演滤波核问题转化成数值

求解方程的问题，因此该算法具有高效性和准确性．

用最小二乘法求解一个一元三次多项式方程即

可反演出拉普拉斯滤波核，由于将反演滤波核问题

转化成数值求解方程的问题，因此该算法具有高效

性和准确性．
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