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基于改进蝙蝠算法的混合整数规划问题

赵乃刚，李　勇
（山西大同大学 数学与计算机科学学院，山西 大同０３７００９）

摘　要：针对非线性混合整数规划问题，提出了一种改进的蝙蝠算法．构造出一种自适应调整的局部搜索步长，同

时对整数变量采用单位步长搜索，以此逐步提高蝙蝠算法的局部开发能力；引入自然选择原理，平衡改进蝙蝠算法

的全局搜索能力；初始一个可行解，保证算法的正确搜索方向．通过１３个常见的测试函数测试结果表明，改进的蝙

蝠算法对求解非线性混合整数规划问题，在成功率和精度方面都不亚于改进的粒子群算法．
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１　引言

非线性混合整数规划（ＮＭＩＰ）问题是指目标函

数和约束函数为非线性的，变量是连续实数和离散

整数的数学规划问题．ＮＭＩＰ问题是一类ＮＰ难问

题，本文研究的非线性混合整数规划（ＮＭＩＰ）问题

的一般模型为

ｍｉｎ　Ｆ＝犳（狓，狔）

ｓ．ｔ．　犺犻（狓，狔）＝０　犻＝１，２，…，犿

犵犼（狓，狔）≤０　犼＝１，２，…，犾

狓∈犡，狔∈犢 （１）

式中，犺犻（狓，狔）为等式约束；犵犼（狓，狔）为不等式约束；

狓为实数型变量；狔为整数型变量；犿和犾分别为等式

约束和不等式约束的个数．

求解ＮＭＩＰ问题至今有两类方法：一类是运用

传统算法进行求解，一类是运用智能优化算法进行

求解．传统算法包括分支定界法、割平面法、外逼近

法等［１２］．传统算法的确定性使求解ＮＭＩＰ问题上

存在局限性和不足．另一类算法主要包括遗传算

法、蚁群算法、粒子群算法、差分进化算法等智能

算法［３５］．

蝙蝠算法（ＢＡ）是在２０１０年由Ｙａｎｇ
［６］模拟蝙
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蝠觅食行为提出来的一种新型算法．该算法设置参

数少、实现方式简单，自提出以来，已逐渐被诸多学

者成功应用于一些优化问题中［７８］，但还没有运用在

非线性混合整数规划问题上．

本文提出了一种改进的蝙蝠算法来求解非线性

混合整数规划问题．在本算法中，给出了一种自适应

变化扰动步长，使算法能够更好地找出局部精确解，

同时采用自然选择策略更新最差的部分解，提高种

群的多样性．

２　基本蝙蝠算法

蝙蝠一般在夜间活动，在黑暗中发出声音脉冲，

根据接收到的回声来探索食物的位置、避开阻碍物

及寻找栖息地．随着与搜索猎物越来越近，蝙蝠发出

声音的响度从也越来越小，直至到靠近猎物时的无

声．蝙蝠根据声音的发出和接收时间，来判断与目标

的距离、方位及移动速度．将蝙蝠的寻找食物过程设

计如下：

（１）蝙蝠都能够利用自己生理特性感知目标距

离，而且能区分食物与障碍物；

（２）蝙蝠位置犡犻以速度犞犻进行飞行，通过频率

犳犻、化波长λ和响度犃０来搜索目标；并且通过目标和

自身的距离变化来调节下一次发射出的脉冲波长

（或频率）；

（３）响度的变化是从最大值犃０到最小值犃ｍｉｎ．

由此概括蝙蝠算法的更新规则：

假设蝙蝠在犱维空间中飞行搜索，狋－１时刻，蝙

蝠犻的位置为犡狋－１犻 ，飞行速度为犞狋－１犻 ，全局最优位置

为犡，则蝙蝠犻在狋时刻的位置和飞行速度如下：

犳犻＝犳ｍｉｎ＋（犳ｍａｘ－犳ｍｉｎ）β （２）

犞狋犻＝犞
狋－１
犻 ＋（犡狋－１犻 －犡）犳犻 （３）

犡狋犻＝犡
狋－１
犻 ＋犞

狋
犻 （４）

对于局部搜索，在［０，１］之间产生一个随机数

狉犪狀犱１，如果狉犪狀犱１＞狉
狋
犻，则对当前最优解按式（５）进

行随机扰动，产生一个新解犡ｎｅｗ，并对新的解进行越

界处理．再产生一个随机数狉犪狀犱２，如果狉犪狀犱２＞犃
狋
犻

且犳（犡ｎｅｗ）＜犳（犡），则蝙蝠犻移向犡ｎｅｗ，同时按式

（６）和（７）进行调整脉冲响度犃狋犻和速率狉犻，使蝙蝠从

发现目标开始逐渐降低其脉冲发射响度犃狋犻，且逐渐

提高其脉冲发射的速率狉犻．

犡ｎｅｗ＝犡＋ε犃
狋 （５）

犃狋犻＝α犃
狋－１
犻 （６）

狉狋犻＝狉
０
犻［１－犲－γ狋］ （７）

式中，犳ｍｉｎ和犳ｍａｘ分别是蝙蝠发出声波的最小和最

大频率；β为［０，１］之间的均匀随机数；每只蝙蝠发

射声波的频率初始值在范围［犳ｍｉｎ，犳ｍａｘ］内均匀随机

分布；ε为［－１，１］中的随机数；犃狋＝〈犃狋犻〉为全体蝙

蝠在迭代次数为狋时的平均响度；狉０犻 为初始速率；α

和γ均为常数，０＜α＜１，０＜γ＜１．

３　混合整数规划问题的改进蝙蝠算法

３．１　种群初始化

对于实数变量狓犻和整数变量狔犻分别根据下面

公式生成：

狓犻＝狓
犔
＋狉犪狀犱（狓犝－狓犔） （８）

狔犻＝狉狅狌狀犱（狔犔＋狉犪狀犱（狔犝－狔犔）） （９）

式中，狓犔，狓犝；狔犔，狔犝 分表表示狓，狔的下界和上界．在

初始种群时，先找一个可行解，其他随机生成，这样

能够保证算法中至少有一个正确搜索方向，又使得

在初始可行解上的时间最少．

３．２　自适应学习步长

蝙蝠算法根据平均响度对最优位置进行随机扰

动（式（４）），由于响度犃狋犻有着更新条件的限制，特别

是到算法早熟收敛时，响度犃狋犻很难再得到更新，也

就是得响度犃狋犻无法像预期那样随着迭代的进行而

趋向零，进而使得对最优位置犡的扰动项ε犃
狋在后

期过大，无法在最优位置犡 附近进行精确搜索，做

了无用功；为了避免这种情况，提出了自适应学习步

长，当犡ｎｅｗ优于犡狋犻，则（犡ｎｅｗ－犡狋犻）是一个使得犡狋犻飞

向更好位置犡ｎｅｗ 的步长（速度），如果只将（犡ｎｅｗ－

犡狋犻）作为下代的学习步长，一旦（犡ｎｅｗ－犡狋犻）步长过

小，则会导致对犡ｎｅｗ 的扰动精度过早降低，无法达

到进化效果，所以将（犡ｎｅｗ－犡狋犻）与上代的步长犫狋－１犻

进行随机组合成一个新的步长；这样就能避免扰动

精度过大或者过早降低；当犡ｎｅｗ不优于犡狋犻时，说明

步长过大，则需要对步长进行适当压缩：

犡ｎｅｗ＝犡＋ε犃
狋
犫

狋
犻 （１０）

犫狋犻＝
φ犫
狋－１
犻 ＋（１－φ）（犡ｎｅｗ－犡

狋
犻），犡ｎｅｗ优于犡狋犻

０．９５犫狋犻，
烅
烄

烆 否则

（１１）

针对整数变量的局部搜索，因为与整型位置最

近的距离都是单位１，所以本文采用了单位步长的

搜索策略，随机前进，或后退一个单位，或不变：

犡ｎｅｗ（犼）＝犡ｎｅｗ（犼）＋犮犲犻犾（－２＋３狉犪狀犱） （１２）

式中，犮犲犻犾表示向上取整．

３．３　自然选择
［９］

随着迭代的进行，蝙蝠群可能聚集到局部极值

５９
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附近，种群多样性降低，不利于种群跳出局部极值，

出现过早收敛．种群多样性决定了全局搜索能力，为

了保证种群多样性，当算法更新完所有粒子的位置

后，根据粒子与当前最优位置的距离，在算法中将离

当前最优位置最远的部分粒子舍去，同时在搜索空

间随机产生等量新粒子．若舍去的粒子数量越大，则

产生的新粒子越多，有利于保持种群的多样性，避免

算法陷入局部最优．如果过大，则会使算法趋于随机

搜索；随机产生的数量越少，则越不利于算法维持粒

子的个体多样性，算法的全部搜索能力变弱．因此这

里取种群中最差的１５％×狆狅狆狊犻狕犲进行随机产生，

其中狆狅狆狊犻狕犲为种群规模．

３．４　违反约束度和约束条件处理

处理问题（１）中等式约束通常转化成不等式约

束，即 犺犼 －ε≤０，其中ε为等式约束的容忍度，一

般取较小的正数，这样就统一成小于等式约束了，采

用式（１３）计算每个约束条件的违法度：

犉犻（犡）＝
０，犵犻（犡）≤０

犵犻（犡），犵犻（犡）＞
烅
烄

烆 ０
（１３）

同时个体犡总的约束违反度取：

犳犮狅狀（犡）＝∑
犿＋犾

犻＝１

狑犻
狊狌犿（狑）

犉犻（犡） （１４）

式中，狑犻属于［０，１］随机获得的，狑＝ ［狑１，狑２，…，

狑犿＋犾］，犿为不等式约束条件的数量，犾为等式约束条

件的数量．

本文根据如下原则判断两个蝙蝠位置的优劣：

（１）如果两个位置都是可行解，则适应度值小

（本文求解最小值）的蝙蝠更优；

（２）如果一个位置是可行解，另一个位置是不

可行解，则可行解位置更优；

（３）如果两个位置都是不可行解，则总的约束

违反度小的个体更优．

３．５　算法流程

Ｓｔｅｐ１：初始化算法参数，在给定空间中先找到

一个可行解，然后随机生成其他种群蝙蝠的位置

犡犻，同时计算相应蝙蝠的函数适应度和违反度，随

机产生脉冲发射的速率犚０和声音响度犃０，并找出

最优位置犡．

Ｓｔｅｐ２：蝙蝠犻根据式（１）～（３）来更新速度和位

置，计算适应值和违反度．

Ｓｔｅｐ３：如果随机生成的数狉犪狀犱１大于蝙蝠犻的

脉冲速率狉狋犻，则蝙蝠犻按式（１０）、（１１）在最优位置

犡 附近生成一个局部解犡ｎｅｗ，再按式（１２）更新

犡ｎｅｗ的整数变量，如果犡ｎｅｗ优于犡，则更新全局最

优位置．

Ｓｔｅｐ４：若随机生成的数狉犪狀犱２小于蝙蝠犻的脉

冲响度犃狋犻，根据判断原则得出犡ｎｅｗ优于犡，则将蝙

蝠犻移向犡ｎｅｗ，并且按式（６）减小蝙蝠犻的脉冲响度

犃狋犻，按式（７）增大蝙蝠犻的脉冲速率狉狋犻．

Ｓｔｅｐ５：对种群按与当前最优位置的距离大小进

行排序，对最远的一部分蝙蝠（１５％），按式（８）、（９）

重新随机生成位置，更新函数的适应度和违反度．

Ｓｔｅｐ６：根据求解判断终止条件是否成立，若成

立，输出全局最优位置犡及犳（犡）；否则转至步骤

Ｓｔｅｐ２．

４　仿真实验与分析

为了检验改进的合理性和有效性，对来自文献

［１０］的１３个带约束的非线性混合整数规划问题的

常用标准测试函数进行试验．在文献［１０］改进的六

个算法中，与每个函数测试效果最好的两个改进粒

子群算法进行比较（表１）．并与求解混合整数规划

问题的几种经典改进算法［４］（ＭＩＬＸＰＭ 算法、

ＲＳＴ２ＡＮＵ算法、ＡＸＮＵＭ算法）进行成功率和收

敛代数比较（表２）．改进算法种群规模为４０，最大迭

代次数ｉｎｍａｘ＝１０００，犳ｍｉｎ＝０，犳ｍａｘ＝２，α＝γ＝

０．９，犃０犻 ＝犚０犻 ＝狉犪狀犱，对每个问题运行５０次．从最

优值、最差值、平均值、方差、平均收敛代数和成功率

多个方面进行分析比较，算法的成功率是指目标函

数值与已知目标函数值的差小于０．１％．

从表１可以看出，对于问题ｐ１～ｐ１２，改进的蝙

蝠算法都能在１０００代的进化过程中求出最优解，

特别是对最大值问题ｐ０８目前已知最优解位置是

［０，１，１，１，０，１，１，０］，最大值为０．９４３４７，而本文算

法求得最优位置［１，１，０，１，０，１，１，０］，最大值

为０．９５３１９７，所求解优于目前所知最优解；从求解

问题ｐ０１～ｐ０３和ｐ０５～ｐ１２的结果可以看出，达到

的精度、方差、平均值在一定程度上都比其他算法所

求结果好，而且平均收敛代数都少于ＣＬＳＰＳＯ，有的

甚至相差好几十倍；对于问题ｐ０４，改进的蝙蝠算法

（ＡＮＢＡ）能够找到最优解，但方差和平均收敛代数

较差于ＣＬＳＰＳＯ算法，说明在ＡＮＢＡ算法稳定性

上还稍有不足；对于最大值问题ｐ１３，本文算法求出

的最优解好于测试函数给出的最优解，但在１０００

代进化所求解比ＣＬＳＰＳＯ算法所求最优解还有差

距，通过增加迭代次数需要达到三万多代才会达到

１３５２４３９，ｐ１３的最优位置在９９ｏｎｅｓ（１，４０），即

所有变量都在９９取得，说明算法的全局搜索能力在

６９
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面对ｐ１３这样的问题不是很好；对于其他问题，本文

算法均能有效地求解出最好解．与ＣＬＳＰＳＯ算法相

比，改进的蝙蝠算法对大部分测试函数，都能够有效

提高求解精度和收敛速度，这与蝙蝠算法的搜索习

性是紧密相关的．

表１　各算法运行结果

测试问题

（已知最优解）
算法 最优值 最差值 平均值 方差 平均收敛代数 成功率／％

ｐ０１ 犃犖犅犃 ２ ２ ２ ０ ４７ １００

（２） ＣＬＳＰＳＯ ２ ２ ２ ６．２２Ｅ１４ ２８４ １００

ＣＬＳＰＳＯ２ ２ ２．０００１ ２ １．９０Ｅ０５ １８２ １００

ｐ０２ 犃犖犅犃 ２．１２４４ ２．１２４４ ２．１２４４ ４．５１犲１６ ４４ １００

（２．１２４） ＣＬＳＰＳＯ ２．１２４５ ２．１２４５ ２．１２４５ １．７１Ｅ０７ ２４８ １００

ＣＬＳＰＳＯ２ ２．１２４５ ２．１２４５ ２．１２４５ １．３８Ｅ０５ ２５８ １００

ｐ０３ 犃犖犅犃 １．０７６５４ １．０７６６８ １．０７６５４ ２．６２犈０５ ２１６ １００

（１．０７６５４） ＣＬＳＰＳＯ １．０７６５ １．０８９４ １．０７７１ ０．００２ １２２９ ８６

ＣＬＳＰＳＯ２ １．０７６６ １．０８２８ １．０７９ ０．００１７ １３８６ ２８

ｐ０４ 犃犖犅犃 －４２４２．００５ －４２４２．００２ －４２４２．００４ ４．２５犲４ ６７８ ９９

（－４２４２．００４７３） ＣＬＳＰＳＯ －４２４２ －４２４２ －４２４２ ３．６７Ｅ１２ ２５９ １００

ＣＬＳＰＳＯ２ －４２４２ －４２４１．８ －４２４２ ０．０５５７ ３４１ １００

ｐ０５ 犃犖犅犃 －６８ －６８ －６８ ０ １３ １００

（－６８） ＣＬＳＰＳＯ －６８ －６８ －６８ ０ ２２２ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ －６８ －６８ －６８ ０ １９１ １００

ｐ０６ 犃犖犅犃 －６ －６ －６ ０ １１ １００

（－６） ＣＬＳＰＳＯ －６ －６ －６ ０ ３８ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ －６ －６ －６ ０ ３９ １００

ｐ０７ 犃犖犅犃 ３２２１７．４２２ ３２２１７．４２２ ３２２１７．４２２ １．４８犈１１ １２ １００

（３２２１７．４２） ＣＬＳＰＳＯ ３２２１７ ３２２１７ ３２２１７ ２．２０Ｅ１１ ５８８ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ ３２２１７ ３２１５８ ３．２２１ １９．６４８７ ２９０８ ８８

Ｐ０８ 犃犖犅犃 ０．９５３１９７ ０．９５３１９７ ０．９５３１９７ ３．３９犈１６ ９ １００

（０．９４３４７） ＣＬＳＰＳＯ ０．９４３５ ０．９４３５ ０．９４３５ １．２３ｅ１５ １７８８ １００

ＣＬＳＰＳＯ２ ０．９４３５ ０．９３１６ ０．９４３２ ０．００１７ １１２７ ９８

Ｐ０９ 犃犖犅犃 ８ ８ ８ ０ ３０ １００

（８） ＣＬＳＰＳＯ ８ ８ ８ ０ ６６ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ ８ ８ ８ ０ ６５ １００

ｐ１０ 犃犖犅犃 －４２．６３２１ －４２．６３２１ －４２．６３２１ ７．２３犈１５ １０ １００

（－４２．６３２） ＣＬＳＰＳＯ －４２．６３２１ －４２．６３２１ －４２．６３２１ ７．１８Ｅ１５ ３１ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ －４２．６３２１ －４２．６３２１ －４２．６３２１ ７．１８Ｅ１５ ３２ １００

ｐ１１ 犃犖犅犃 ７．７０犈３４ ５．１６犈０９ ４．９３犈１０ １．２６犈０９ １１ １００

（０） ＣＬＳＰＳＯ ３．７９Ｅ０８ ３．４２Ｅ０４ １．１９Ｅ０５ ５．２５Ｅ０５ ３８５ １００

ＣＬＳＰＳＯ３ ２．３４Ｅ０７ ５．１７Ｅ０５ ５．９２Ｅ０６ １．０５Ｅ０５ ２１８ １００

ｐ１２ 犃犖犅犃 ８０７ ８０８ ８０７．２ ０．３７９０ ５０２ ９９

（８０７） ＣＬＳＰＳＯ ８０７ ８１９ ８０７．８８ ２．４１２９ ７６４３ ７８

ＣＬＳＰＳＯ２ ８０７ ８７９ ８２９．９８ １６．５６２２ ８１２３ ４

ｐ１３ 犃犖犅犃 １３５２４３９ １３５２４３９ １３５２４３９ ０ ３２３１４ １００

（１３５２４３９） ＣＬＳＰＳＯ １３５２４３９ １３５２４３９ １３５２４３９ ０ ５７００２ １００

ＣＬＳＰＳＯ１ １３５２４３９ １２４９９５９ １３３６６ ２８０２２ １９１６ ６２

７９
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　　由表２可以看出，对于大多数问题，本文算法的

成功率为１００％，并且比其他３种算法的成功率高；

对于问题ｐ１３，由于文献［４］已知最优解是１０３０

３６１，所以三种算法成功率都达到１００％．
表２　与三种经典算法的成功率比较 ％

测试函数 ＡＮＢＡ／ ＭＩＬＸＰＭ／ＲＳＴ２ＡＮＵ／ ＡＸＮＵＭ／

ｐ０１（ｍｉｎ） １００ ８８ ４３ ８７

ｐ０２（ｍｉｎ） １００ ８０ ５９ ６４

ｐ０３（ｍｉｎ） １００ ４８ ５ ４０

ｐ０４（ｍｉｎ） ９９ ８９ ２ ８５

ｐ０５（ｍｉｎ） １００ １００ ７７ ９２

ｐ０６（ｍｉｎ） １００ １００ １００ １００

ｐ０７（ｍａｘ） １００ １００ １００ １００

ｐ０８（ｍａｘ） １００ ９０ ９８ ４１

ｐ０９（ｍｉｎ） １００ １００ １００ ９５

ｐ１０（ｍｉｎ） １００ ９７ １００ ９３

ｐ１１（ｍｉｎ） １００ １００ １００ １００

ｐ１２（ｍｉｎ） ９９ ９１ ２１ ７

ｐ１３（ｍａｘ） １００ １００ １００ １００

　　通过与不同算法的各方面结果比较可以看出，

改进的蝙蝠算法能够很好求解非线性混合整数规划

问题，特别是针对问题ｐ０８，改进的蝙蝠算法求解出

比目前已知最优解更好的解，这不仅是改进策略的

效用，更是与蝙蝠算法的搜索特点离不开的，蝙蝠算

法的发展时间还不长，但是作为一种新型智能算法，

是值得在不同问题上进行研究和发展的．

５　结束语

本文提出了一种改进的蝙蝠算法求解混合整数

规划问题．改进的蝙蝠给出了一种自适应的学习步

长，提高了局部搜索能力；同时采用了自然选择策略

增加种群多样性，平衡全局搜索能力．通过实验结果

表明，改进的蝙蝠算法能有效且更好的解决大部分

问题，但对于最优解位于边界的搜索速度较慢，需要

进一步研究．
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