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摘 要：采用两步间接法结合局域近似法计算有形光束电磁场的光束形状系数，并讨论了两步间接法

结合局域近似法和直接采用局域近似法重构高斯光束之间的差异。该方法首先采用标量势函数描述

在轴时的结构光束，利用标量平移定理及标量势函数与电磁场之间的关系得到离轴时的矢量光束形状

系数。采用两步间接法计算有形光束的光束形状系数，不仅简化了光束形状系数的表述，还加快了数

值计算的速度。高斯光束的数值计算结果验证了该方法在计算光束形状系数和进行场重构上有较好

的精度和效率。
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0 引言

在研究球形颗粒与结构光束相互作用时，光束的电磁场被展开为矢量球谐函数的无穷级数，级数的权

重系数称作光束形状系数（Beam Shape Coefficient， BSC）［1］。准确且高效地计算光束形状系数对于研究光

束 与 粒 子 的 相 互 作 用 至 关 重 要 。 在 过 去 几 十 年 里 已 经 发 展 了 多 种 不 同 的 方 法 ，如 正 交 法［2， 3］、局 域 近 似

法［4-6］、有限级数法［7-9］和角谱分解法［10-12］等。在正交法中，光束形状系数的数值计算涉及二重或三重积分。

由于被积函数的强振荡特性，正交法的数值计算往往耗时颇多。在采用角谱法计算光束形状系数时，也需

要执行积分运算。尽管其运算速度与正交法相比有较大提升，但同样较慢。在有限级数法和局域近似法

中，光束形状系数通常以级数形式表示，这使得它们在计算效率上更具优势。然而，有限级数法在公式推导

方面比较复杂，迄今为止主要针对在轴光束［7， 8， 13-15］；而且在光束形状系数的高阶项中由于有效位数的丢失

使得其计算结果出现严重偏差［15］。局域近似法具有公式推导简单、适用于在轴和离轴光束、运算速度快且

收敛良好等优势，因此得到了广泛应用。然而，局域近似法基于范德赫尔斯特（van de Hulst）的局域原理［16］，

将照射到颗粒上的电磁波看成一系列局域几何光束。因此，局域近似法属于一种近似计算方法，它对入射

光的电磁场进行了重构。最近的研究表明，对于强会聚光束或光束带有锥角或拓扑荷时，局域近似法会带

来较大的误差［9， 12， 17-23］。与原始场进行数值比较发现，在局域近似法的重构场中易出现伪峰，且当光束离轴

距离较大时伪峰呈环状结构［24-29］。

迄今为止，对局域近似法的场重构效应研究相对比较零散且尚未深入。本文基于一种近期提出的两步

间接法对此开展研究［30］。该方法首先采用标量势函数描述结构光束，在光束坐标系中进行球谐函数级数展

开，得到光束坐标系中的标量光束形状系数。然后利用标量平移定理，得到颗粒坐标系中的光束形状系数。

引用格式： WANG Yu， TIAN Yiqian， JIANG Haoyu， et al. Remodeling of the Localized Approximation： Beam Shape Coefficient 
Calculation for the Gaussian Beam by Using Scalar Translation Addition Theorem［J］. Acta Photonica Sinica， 2026， 55（3）：
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最后构建标量势函数与电磁场的关系，得到颗粒坐标系中电磁场的级数展开式及其光束形状系数。研究表

明，两步间接法具有理论推导简单且数值计算快速的优势。首先，在光束坐标系中光束中心位于坐标原点，

故光束形状系数易推导且表达式简单，其数值计算快速高效。其次，在标量波的球谐函数级数展开式中只

涉及一组权重系数，而在电磁场的展开式中电场和磁场分别对应一组权重系数，故采用标量波的形式使理

论推导和数值计算减少了一半工作量［31］。因此，采用两步间接法计算光束形状系数使得理论分析简单和数

值计算高效。

文献［30］采用了角谱法计算光束坐标系中标量波的光束形状系数。本文将采用局域近似法替代角谱

法，研究两步间接法中局域近似对高斯光束的重构效应，并与直接法中的光束重构进行比较分析。

1 理论

如图 1 所示，沿 z1 轴传播的高斯光束其束腰中心位于坐标系 1（光束坐标系）原点，球形颗粒的中心位于

坐标系 2（颗粒坐标系）原点。矢量 r1 和 r2 分别表示场点 P 在光束系和颗粒系中的坐标，则两个坐标系的关

系可用矢量 r12 = r1 - r2（或 r0 = -r12）表示，r12 从 o1 指向 o2。

1.1　标量平移定理

根据电磁场理论［32］，满足亥姆霍兹方程 ∇2 ψ ( r j)+ k 2 ψ ( r j)= 0 的标量势函数 ψ ( r j)在球坐标系中可展开

为球谐函数 ψnm ( r j)的级数形式

ψ ( r j)= ∑
n = 0

∞

∑
m = -n

+n

g ( )j
nm ψnm ( )r j （1）

ψnm ( r j)= jn (Rj) P͂ m
n (cosθj) exp ( imφj) （2）

式中，角标 j = 1，2 分别指代光束系和颗粒系，Rj = krj 是无因次径向变量，k = 2π λ 是波矢常数，λ 是波长。

注意，式（1）中的权重系数 g ( )j
nm 称作标量光束形状系数，与归一化缔合勒让德函数 P͂ m

n (cosθj)对应。

根据标量平移定理［33-36］，两个坐标系中的球谐函数满足关系

ψνμ ( r1)= ∑
n = 0

∞

∑
m = -n

+n

β νμ
nm ( )r12 ψnm ( )r2 （3）

式中，β νμ
nm ( r12)是平移系数，与矢量 r12 的大小和方向有关。平移系数 β νμ

nm ( r12)的定义及其迭代计算公式详见

文献［30］，此处从略。将式（3）和式（1）结合即可得到两个坐标系中标量光束形状系数的关系

g ( )2
nm = ∑

ν = 0

∞

∑
μ = - ν

+ν

β νμ
nm ( )r12 g ( )1

νμ （4）

对于弱会聚的高斯光束，标量势函数在光束坐标系中可采用傍轴近似式表示

ψ ( r1)= Qexp ( - Q ρ2
1 w 2

0 ) exp ( ikz1) （5）

式中，Q = (1 + i2z1 k-1 w-2
0 )-1

，ρ1 = ( x2
1 + y 2

1 ) 1 2
代表场点在 xy 平面内的径向变量，w 0 是高斯光束的束腰半

径。标量势函数在颗粒坐标系中的表达式 ψ ( r2)可以通过坐标变换 r2 = r1 + r0 从式（5）得到。

图 1　光束系和颗粒系的几何关系

Fig.1　Geometric relation between the beam and particle systems



王裕，等：局域近似法的光束重构：高斯光束形状系数的标量平移计算方法

0326002⁃3

由文献［37］可知，g ( )2
nm 的局域近似表达式为

g ( )2
nm = 2in - m (n + 0.5) 1 2 - || m ( )n + || m ！

( )n - || m ！
Q̄e-ikz0 - imϕ0 - Q̄s2 ( )R2

n + k2 ρ2
0 Im (2Q̄s2 Rn kρ0) （6）

式中，( ρ0，ϕ 0，z0)是 r0 的柱坐标分量，Rn = n + 0.5、Q̄ = (1 - i2s2 kz0)-1
和 s = (kw 0)-1

均为无因次参量。

从式（6）可以看出，当 n 增大时光束形状系数 g ( )2
nm 按照指数方式递减；随着 | m |增大 g( )2

nm 的值也快速减小。

因 此 ，在 颗 粒 坐 标 系 中（即 j = 2），式（1）的 双 重 求 和 可 根 据 w 0（或 s）的 具 体 大 小 选 取 适 当 的 截 止 数 nmax 和

mmax。这表示在颗粒系中需计算大约 (nmax + 1)× (2mmax + 1)个 g ( )2
nm 的值。

式（6）中令 r0 = 0，并用角标 ν 和 μ 分别替换 n 和 m，则可得到

g( )1
νμ = δμ，0 2iν(ν + 0.5) 1 2 exp ( - s2 R 2

ν ) （7）

式中，Rν = ν + 0.5。由于 g( )1
νμ 仅在 μ = 0 时才有非零值，且随着 ν 增大 g ( )1

νμ 的值以指数方式递减，因此只需计

算 ν = 0 → νmax（即 νmax + 1 个）光束形状系数。比较式（6）和式（7）不难发现，g ( )1
νμ 的表达式比 g ( )2

nm 简单得多，而

且只需要计算 νmax + 1 个 g( )1
νμ 。因此，在光束系中光束形状系数的计算更快。在式（4）的平移计算公式中，双

重求和退化为单重求和。

g ( )2
nm = ∑

ν = 0

νmax

β ν，0
nm ( r12) g ( )1

ν，0 （8）

1.2　标量光束形状系数与矢量光束形状系数

根据麦克斯韦电磁场理论，在洛伦兹规范下光束的电场 E ( r j)满足亥姆霍兹方程 ∇2E ( r j)+ k 2E ( r j)=
0 和散度条件 ∇ ⋅E ( r j)= 0，可以表示为［32，38］

E ( r j)= 1
2 [ k-2 ∇ × ∇ × A ( r j)+ ik-1 ∇ × A*( r j) ] （9）

式（9）对 应 时 谐 项 exp ( - iωt )，其 中 ω 为 角 频 率 。 对 于 沿 z 轴 方 向 传 播 的 光 束 ，矢 势 A ( r j)和 A*( r j)由

式（10）给出。

ì
í
î

ïï

ïïïï

A ( )r j = ( )px ex + pyey ψ ( )r j

A*( )r j = ez × A ( )r j = ( )px ey - pyex ψ ( )r j

（10）

式中，ψ ( r2)是标量势函数，( px，py)是偏振参量。电场 E ( r j)的球谐函数级数展开式为

E ( r j)= ∑
n = 1

∞

∑
m = -n

+n

{ }G TE，j
nm M ( )1

n，m ( )r j + G TM，j
nm N ( )1

n，m ( )r j （11）

相 应 的 磁 场 满 足 关 系 式 H ( r j)= ( iμω)-1
∇ × E ( r j)，其 中 μ 为 磁 导 率 。 利 用 ∇ ×M ( )1

nm = kN ( )1
nm 和 ∇ ×

N ( )1
nm = kM ( )1

nm  ［32］，由式（11）可得到磁场的级数展开式，表示为

H ( r j)= ( iμω)-1
k ∑

n = 1

∞

∑
m = -n

+n

{ }G TE，j
nm N ( )1

n，m ( )r j + G TM，j
nm M ( )1

n，m ( )r j （12）

式中，球谐函数M ( )1
n，m ( r j)和N ( )1

n，m ( r j)的具体表达式参见文献［30］。

电磁场级数展开式中的权重系数 (G TE，j
nm ，G TM，j

nm )称作矢量光束形状系数，其中角标 TE 和 TM 分别表示横

电波（transverse electric wave）和横磁波（transverse magnetic wave）。根据文献［31， 39］，(G TE，j
nm ，G TM，j

nm )可以

表示为 g ( )j
nm 的线性组合。

( )G TE，j
nm

G TM，j
nm

= -p-( iC -
1 g ( )j

n，m - 1 + C -
2 g ( )j

n + 1，m - 1 - C -
3 g ( )j

n - 1，m - 1)∓ p+( iC +
1 g ( )j

n，m + 1 + C +
2 g ( )j

n + 1，m + 1 - C +
3 g ( )j

n - 1，m + 1) （13）

式中，p± = px ± ipy，系数 C ±
i 分别为
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ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

C ±
1 = 1

4n ( )n + 1
( )n ∓ m ( )n ± m + 1

C ±
2 = 1

4 ( )n + 1
( )n ± m + 1 ( )n ± m + 2

( )2n + 1 ( )2n + 3

C ±
3 = 1

4n
( )n ∓ m ( )n ∓ m - 1
( )2n - 1 ( )2n + 1

（14）

式（13）和式（14）给出了 (G TE，j
nm ，G TM，j

nm )的间接计算公式，其中 j = 1，2，表示该间接计算公式对光束系和

颗粒系均适用。此外，光束形状系数 (G TE，j
nm ，G TM，j

nm )也可以直接求解。为此，将式（10）代入式（9）并作傍轴近

似，得到电磁场的近似表达式

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

E ( )r j = ( )px ex + pyey ψ ( )r j

H ( )r j = ( )px ey - pyex k ( )μω
-1

ψ ( )r j

（15）

在颗粒坐标系中取 j = 2，标量函数 ψ ( r2)从式（5）给出的 ψ ( r1)通过坐标变换得到。利用广义米理论的

局域近似法［4， 27］即可得到颗粒系中 (G TE，2
nm ，G TM，2

nm )的表达式

( )G TE，2
nm

G TM，2
nm

= in - m ( )n + 0.5 3 2 - || m

n ( )n + 1
( )n + || m ！

( )n - || m ！
Q̄ exp [ ]-Q̄ ( )R 2

n + k 2 ρ2
0 s2 - ikz0 ×

{ }p-e-i ( )m - 1 ϕ0 Im - 1 ( )2Q̄s2 kρ0 Rn ∓ p+e-i ( )m + 1 ϕ0 Im + 1 ( )2Q̄s2 kρ0 Rn

（16）

式中，令 r0 = 0，并用角标 ν 和 μ 分别替换 n 和 m，即可得到光束坐标系中的表达式

( )G TE，1
νμ

G TM，1
νμ

= (δμ，1 p- ± δμ，-1 p+) iν - 1
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ν + 0.5

ν ( )ν + 1
ù

û

ú
úú
ú

1 2

exp ( - R 2
ν s2) （17）

式中，R ν = ν + 0.5。

值得注意的是，式（16）也可以通过将式（6）代入式（13）得到，同理将式（7）代入式（13）可得到式（17）。

2 数值计算与讨论

2.1　光束形状系数

作为示例，图 2 给出了参数为 w 0 = 3 μm、λ = 0.632 8 μm，( x 0，y0，z0)= (2，2，0) μm 和 ( px，py)= (1，0)时采

用局域近似法计算光束形状系数 G TM，2
nm 的结果。其中，图 2（a）采用双精度通过式（16）直接计算，用角标 dir 表

示；图 2（b）采用双精度间接计算方法，首先通过式（7）计算 g ( )1
ν，0，然后利用式（8）进行平移处理得到 g ( )2

nm ，最后采用

式（13）得到 G TM，2
nm ，用角标 DP 表示双精度（double precision）；图 2（c）的计算方法与图 2（b）一致，但在平移计算时

平移系数 β νμ
nm ( r12)采用了 Mathematica 的十进制 1 000 位的高精度算法，用角标 HP 表示高精度（high precision）。

从图 2（a）可以看出，直接法得到的 G TM，2
nm 分布比较规则，而图 2（b）的双精度间接法计算结果在 m > 30 的区域内

出现了不规则分布。采用高精度所得到的图 2（c）间接法计算结果的分布比图 2（b）更加规则。

图 2（d）~（f）分别给出了各种计算方法计算所得到的矢量光束形状系数 G TM，2
nm 之差，定义为 Δ |G TM，2

nm |=
|G TM，2

nm，i - G TM，2
nm，j |。其中角标 i 和 j 可以是 dir、DP 和 HP 中任意二个，它们依次代表直接算法、双精度间接算法

和高精度间接算法。为简洁起见，图 2（d）~（f）中光束形状系数的角标只保留了 dir、DP 和 HP。图 2（d）给出

了直接算法和双精度间接算法所得到的 G TM，2
nm 的差值，可以发现两种方法的区别主要出现在 m ≤ 20 的区域，

最大达到了约 Δ |G TM，2
nm |= 4.2 × 10-5。在 m > 20 的区域分布不太规则但 Δ |G TM，2

nm |的值较小，Δ |G TM，2
nm |< 5 ×

10-18；图 2（e）比较了直接算法和高精度间接算法所得 G TM，2
nm 的差值，在 m ≤ 20 范围内的情况与图 2（d）类似，

但在 m > 20 的区域内 Δ |G TM，2
nm |的分布比较规则且数值比图 2（d）中更小，Δ |G TM，2

nm |< 2.2 × 10-18。图 2（f）比

较 了 两 种 精 度 的 间 接 算 法 所 得 G TM，2
nm 的 差 值 。 从 图 中 可 以 看 出 ，在 整 个 计 算 范 围 内 ，两 者 之 差 总 体 较 小 ，

Δ |G TM，2
nm |< 1.0 × 10-15。这说明高精度计算对 G TM，2

nm 的计算结果有一定的效果，但并不明显。
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图 3 给出了双精度计算得到的 Δ |G TM，2
nm |在 m = 0 时随 n 的变化曲线和 Δ |G TM，2

nm |在 n = 60 时随 m 的变化

情 况 ，其 中 图 3（b）还 给 出 了 曲 线 的 对 数 坐 标 曲 线 。 可 以 看 出 ，两 条 曲 线 的 最 大 值 分 别 达 到 了 Δ |G TM，2
nm |=

4.2 × 10-5 和 1.3 × 10-5。造成该现象的主要原因来自两个方面。其中一个原因是局域近似法对光束结构

的重构。首先，式（5）给出的高斯光束并不满足亥姆霍兹方程，但是式（1）的球函数级数展开则严格满足亥

姆霍兹方程。因此，在对光束进行球函数级数展开的过程中光束进行了重构。其次，由于局域法属于一种

近似计算方法，故在局域近似过程中还存在对光束结构的重构。局域法的重构效应与光束的半径以及光束

中心在坐标系中的位置有关。在间接法中光束重构时光束中心位于坐标原点，而在直接法中光束中心在

( x 0，x0，z0)处，这是导致两种方法所得结果不同的原因之一。另一个可能的原因是在平移过程中由于平移

系数 β νμ
nm ( r12)的计算误差所导致的差异。但是，从图 2（f）可以看到，即使采用了高精度计算遏制平移系数

图 2　直接法和间接法得到的光束形状系数 G TM，2
nm 计算结果比较。  （a）直接法； （b）双精度间接法； （c）高精度间接法； （d）直

接法与双精度间接法之差； （e）直接法与高精度间接法之差； （f）双精度与高精度间接法之差

Fig. 2　Numerical results of the vector BSCs G TM，2
nm  and the comparison. （a） Direct method； （b） Indirect method with DP； 

（c） Indirect method with HP； （d） Difference between direct and DP indirect method； （e） Difference between direct and 
HP indirect method； （f） Difference between DP and HP indirect methods

图 3　直接法和间接法光束形状系数 G TM，2
nm 之间的偏差。  （a）不同分波 n； （b） 不同方位角模式 m

Fig. 3　Difference between the vector BSCs G TM，2
nm  calculated with direct and indirect methods. （a） with variant partial waves； （b） 

with variant azimuthal modes
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β νμ
nm ( r12)的计算误差，对 Δ |G TM，2

nm |的作用也是有限的。这表明，平移系数 β νμ
nm ( r12)所引入的误差非常小。因

此，直接算法和间接算法所得结果之差主要归结于局域近似法的重构效应。

采用双精度 C 代码在 i7 CPU @ 2.60 GHz 个人电脑上计算光束形状系数，直接算法和间接算法的速度

比较如表 1。第一列为光束中心离轴位置 r12 的直角坐标，第二至第四列分别给出计算 g ( )1
ν，0、从 g ( )1

ν，0 向 g ( )2
nm 的平

移（用 B-to-P 表示）以及从 g ( )2
nm 转化为 (G TE，2

nm ，G TM，2
nm )的计算时间（用 S-to-V 表示），间接方法总耗时在第五列

给出。最后两列分别是直接算法计算 g ( )2
nm 和 (G TE，2

nm ，G TM，2
nm )的耗时。考虑到光束形状系数在 | m |> 20 时的值

很小，故计算范围设定为 n ≤ 172、| m |≤ 20。可以看出，局域法计算 g ( )1
ν，0 耗时一般少于 0.3 s，从 g ( )1

ν，0 向 g ( )2
nm 平移

转换约需 0.1s，从 g ( )2
nm 向 (G TE，2

nm ，G TM，2
nm )的转换仅需约 20 ms。间接法计算 (G TE，2

nm ，G TM，2
nm )的总耗时不足 1 s。而

采用直接法计算 (G TE，2
nm ，G TM，2

nm )至少需约 8 s。光束中心的离轴位置 r12 增大时，计算耗时稍有增加，但差别不

大。显然，间接法比直接法在计算效率上高得多。

2.2　电场重构

分别采用直接法和间接计算法得到光束形状系数 (G TE，2
nm ，G TM，2

nm )，通过式（11）计算高斯光束在 xy 平面内

的 电 场 分 布 ，如 图 4 所 示 ，其 中 参 数 为 w 0 = 3 μm、λ = 0.632 8 μm 和 ( x 0，y0，z0)= (2，2，0) μm。 其 中 图 4（a）
是采用直接法光束形状系数重构得到的电场分布，用角标 dir 表示直接法。可以看出，大于 | E |≥ 10-7 的电

场 得 到 了 重 构 ，而 场 强 较 弱 的 区 域 没 有 重 构 成 功 。 其 部 分 原 因 是 式（11）对 n 和 m 求 和 时 采 取 了 截 止 数

nmax = 171 和 mmax = 50，另一部分源于光束形状系数的计算方法。图 4（b）是采用间接法光束形状系数重构得

到的电场分布，用角标 ind 表示间接法。可以看出，| E |≥ 10-13 的场可以得到重构，这比直接法低了 6 个数量

级。图 4（c）和（d）分别是两种方法得到的重构场与原始场之差 Δ | E |= | E i - E asr |。这里原始场采用文献［30］
中的角谱表达式进行计算，用角标 asr 表示。角标 i = dir，ind 代表重构场的计算方法。在图 4（c）中重构场与

原始场之差最大达 Δ | E |≈ 8.75 × 10-4，而在图 4（d）中为 Δ | E |≈ 6.69 × 10-4。这表明，相较于直接法，间接

法的重构场与原始场更接近。

图 5~图 7 分别给出了 x0 = 4 μm、x0 = 6 μm 和 x0 = 8 μm 的重构场比较，其余参数不变。计算发现，直接

法得到的重构场与光束离轴距离的关系很明显。与 x0 = 4 μm、6 μm 和 8 μm 相对应，重构场与原始场之差最

大值分别为 Δ | E |≈ 1.15 × 10-3、1.92 × 10-3 和 2.79 × 10-3。这说明，随着光束离轴距离增大，直接法重构

场与原始场之间的差别越来越明显。比较图 4（a）、5（a）、6（a）和 7（a）可以发现，随着光束离轴距离增大，重

构场中靠近坐标原点的一侧出现了一个鼓包（也称作伪峰），其高度约为 | E |≈ 10-5。这表明，直接法得到的

重构场分布偏离了高斯光束的轴对称结构。从图 7（a）可以看出，当 x0 = 8 μm 时，该伪峰演变成一个以坐标

原点为中心的环状结构。直接法重构场的这种变化规律与文献［24， 27， 28］中的计算结果吻合。

与上述情况相反，从图 4（b）、5（b）、6（b）和 7（b）中可以看出，间接法重构场始终保持高斯光束的轴对称

分 布 。 间 接 法 重 构 场 与 光 束 离 轴 距 离 的 关 联 性 不 强 ，仅 在 场 强 较 弱 区 域 有 明 显 的 变 化 ，这 与 平 移 系 数

β νμ
nm ( r12)在 ν > n 时的计算误差有关。此外，从图 4（d）、5（d）、6（d）和 7（d）中可以发现，重构场与原始场之差

的最大值始终保持在 Δ | E |≈ 6.69 × 10-4。实际上，在间接计算方法中，重构场与原始场之差与光束中心位

表  1　比较光束形状系数的计算时间

Table1　Comparison of CPU time for BSC calculation

r12( x12，y12，z12)
（0， 2， 0）

（3， 0， 0）

（2， 2， 5）

（3， 4， -10）

g ( )1
n，0

0.224
0.242
0.237
0.381

B-to-P

0.097
0.098
0.094
0.138

S-to-V

0.017
0.017
0.017
0.022

Indirect method

0.338
0.357
0.347
0.541

Direct method
g ( )2

nm

1.338
1.359
1.350
1.583

(G TE，2
nm ，G TM，2

nm )
7.896
8.783
9.418
12.69

* The units in the first column are μm, while the units in the other columns are seconds. B-to-P means translation from beam coordinates to particle 
coordinates, and S-to-V means the transform from scalar BSCs to the vector ones
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图 4　高斯光束的重构场及其偏差，光束中心位于 ( x0，y0，z0)= (2，2，0) μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直

接法重构误差；（d）间接法重构误差

Fig. 4　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam centered at .( x0，y0，z0)= (2，2，0) μm. （a） Electric field reconstructed 
in direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields

图 5　高斯光束的重构场及其偏差，光束中心位于 ( x0，y0，z0)= (4，2，0) μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直

接法重构误差；（d）间接法重构误差

Fig. 5　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam centered at ( x0，y0，z0)= (4，2，0) μm. （a） Electric field reconstructed 
in direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields
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图 6　高斯光束的重构场及其偏差，光束中心位于 ( x0，y0，z0)= (6，2，0) μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直

接法重构误差；（d）间接法重构误差

Fig. 6　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam centered at ( x0，y0，z0)= (6，2，0) μm. （a） Electric field reconstructed 
in direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields

图 7　高斯光束的重构场及其偏差，光束中心位于 ( x0，y0，z0)= (8，2，0) μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直

接法重构误差； （d）间接法重构误差

Fig. 7　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam centered at ( x0，y0，z0)= (8，2，0) μm. （a） Electric field reconstructed in 
direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields
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于坐标原点时的情况完全一致。光束形状系数的平移计算对重构场并不产生明显的影响，这也从侧面说明

了间接计算法中局域近似对光束的重构只发生在计算 g ( )1
ν，0 的过程中。

对 图 4~图 7 的 场 计 算 结 果 进 行 统 计 分 析 ，考 虑 到 直 接 法 对 弱 电 场 无 法 重 构 ，统 计 范 围 仅 涉 及 不 小 于

10−7 的电场。表 2 列出了光束不同离轴距离时的重构场平均误差 εi
ave 和平均相对误差 εi

rel，计算公式为

εi
ave = 1

N ∑
j = 1

N

|| E i，j - E asr，j （18）

εi
rel =

1
N ∑

j = 1

N

|| E i，j E asr，j - 1 （19）

式中，角标 i = dir，ind 代表重构计算方法，角标 j 代表参与统计的场点，N 表示统计的场点数。可以看出，随

着离轴距离增大，直接法与原始场的偏离逐渐递增，而间接法重构误差维持不变。在近轴情况下，直接法与

间接法的平均误差 εi
ave 比较接近，但相对误差 εi

rel 差别明显，这说明二种方法的差异在弱场情况下尤其明显。

图 8~图 10 给出了不同光束束腰半径的重构场比较。光束束腰半径分别为 w 0 = 3 μm、2 μm 和 1 μm，对

应 的 光 束 约 束 参 数 分 别 为 s = 0.033 57、0.050 36 和 0.100 7。 波 长 λ = 0.632 8 μm 和 光 束 坐 标 ( x 0，y0，z0)=
(1，2，0) μm 保持不变。随着束腰半径减小，直接法重构场与原始场的偏离越来越明显，重构场在 xy 平面内

表  2　重构场效应与离轴距离的关系

Table 2　Dependence of the reconstructed field on the off-axis distance

r0( x0，y0，z0)
（2， 2， 0）

（4， 2， 0）

（6， 2， 0）

（8， 2， 0）

Direct method
εdir

ave

9.47×10-5

1.12×10-4

1.44×10-4

1.82×10-4

εdir
rel

0.285
0.522
1.928
1.785

Indirect method
ε ind

ave

9.42×10-5

ε ind
rel

9.69×10-2

N

11 433

图 8　高斯光束的重构场及其偏差，光束束腰半径为 w 0 = 3 μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直接法重构误

差；（d）间接法重构误差

Fig. 8　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam with a waist radius of w 0 = 3 μm. （a） Electric field reconstructed in 
direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields
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图 9　高斯光束的重构场及其偏差，光束束腰半径为 w 0 = 2 μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直接法重构误

差； （d）间接法重构误差

Fig. 9　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam with a waist radius of w 0 = 2 μm. （a） Electric field reconstructed in 
direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields

图 10　高斯光束的重构场及其偏差，光束束腰半径为 w 0 = 1 μm。（a）直接法重构电场；（b）间接法重构电场；（c）直接法重构误

差； （d）间接法重构误差

Fig. 10　Reconstructed electric fields of the Gaussian beam with a waist radius of w 0 = 1 μm. （a） Electric field reconstructed in 
direct method； （b） Electric field reconstructed in indirect method； （c） Difference between the original and directly 
reconstructed fields； （d） Difference between the original and indirectly reconstructed fields
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的分布呈现出明显的不对称。重构场与原始场之差的最大值逐渐增大，依次为 Δ | E |≈ 7.77 × 10-4、2.16 ×
10-3 和 1.74 × 10-2。间接法重构场随光束束腰半径的变化情况类似，重构场与原始场之差的最大值逐渐增

大，依次为 Δ | E |≈ 6.69 × 10-4、1.50 × 10-3 和 5.93 × 10-3。显然，与直接法相比较，间接法更接近原始场。

而且，间接法所得到的重构场始终保持了高斯光束的轴对称性质。此外，从图 8~图 10 中还可以看到，直接

法无法重构出 | E |≤ 10-7 的场，而间接法的重构场达到 | E |≈ 10-11。这说明，无论是直接法还是间接法，其

重构效果都与光束的会聚情况有关。当光束束腰半径较大（光束会聚较弱）时，局域近似法得到的计算结果

更加接近原始场；反之当光束束腰半径较小（光束会聚较强）时，局域近似法得到的计算结果严重偏离原始

场。该结果与文献［40］的结论吻合。表 3 给出了不同束腰情况下的误差分析，可以看出随着束腰半径减小，

二种计算方法所得到的重构场与原始场的偏离度都在增大。这说明局域近似法对强会聚高斯光束并不适

用。一般来说局域近似法只适用于 w 0 > λ（或 s ≤ 0.1）的情况，在重构要求较高（较小的重构误差）的情况下

应满足 w 0 ≫ λ。

总体而言，从直接法和间接法之间的比较可以发现，间接计算方法比直接计算方法具有明显的优势。

首先，间接法能够重构出更弱的场分布，而且重构场保持了高斯光束的轴对称分布；其次，间接法与光束的

离轴距离不敏感，可以在较大的离轴情况下使用；再次，在强会聚情况下，间接法能得到比直接法更加接近

原始场的重构分布；最后，间接法在计算电磁场的光束形状系数时体现出更快的运算速度。

3 结论

本文采用两步间接法结合局域近似法计算高斯光束的光束形状系数，并与直接计算方法进行比较。在

间接计算方法中，只需要推导光束中心位于坐标系原点时标量光束形状系数的表达式并编程。标量光束形

状系数的平移计算以及向矢量光束形状系数的转化适用于各种光束。因此，间接计算方法在公式的推导和

编程方面都更加简单。

数值计算表明：首先，在计算速度方面间接法计算光束形状系数比直接算法快了大约 8 倍，因此其效率

更高。其次，间接计算方法所得结果与光束的离轴距离不敏感，在不同离轴距离下重构场始终保持了高斯

光束的轴对称分布，重构场和原始场的差别与离轴距离的大小无关。而直接计算方法与光束离轴距离的关

联性较强，当光束离轴距离增大时，重构场越来越偏离对称分布，它与原始场的偏离逐渐增大。当光束离轴

距离增大到一定程度时，直接法的重构场中出现了环状的强度约为 10-5 的伪结构。最后，两种计算方法的重

构效果均与光束束腰半径有关。对于弱会聚高斯光束，重构场与原始场比较接近。但随着束腰半径减小，

重构场与原始场的偏差逐渐增大。这体现出局域近似法在处理强会聚光束时的局限性。一般而言，无论是

直接法还是间接法，光束束腰半径至少不能小于入射光波长。

总体而言，与直接算法相比较，间接法在公式推导和编程方面更加简便，在计算效率上和场重构质量上

更优。
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Remodeling of the Localized Approximation： Beam Shape Coefficient 
Calculation for the Gaussian Beam by Using Scalar Translation 

Addition Theorem

WANG Yu， TIAN Yiqian， JIANG Haoyu， SHEN Jianqi
（College of Science， University of Shanghai for Science and Technology， Shanghai 200093， China）

Abstract： The accurate and efficient calculation of the Beam Shape Coefficients （BSCs） is one of the key 
issues in researching the interaction between a structured or shaped beam and the particles. For this reason， 
different techniques have been established， such as the quadrature method， the Localized Approximation 

（LA） or its variants， the Finite Series （FS） method， the Angular Spectrum Decomposition （ASD）， and 
the others. Among these methods， the Localized approximation has been widely used due to its advantages 
including mainly the efficiency in numerical calculation， the conciseness of the expressions and the 
straightforwardness in deducing the BSCs for the beams in both the on-axis and off-axis scenarios. 
However， this method， just as it is named， is an approximate one. The beam remodeling takes place when 
the beam field is reconstructed from the BSCs， i.e. the reconstructed beam field deviates from the originally 
given field. Up to date， the remodeling of the beam field has not been studied systematically.

In this work， the two-step indirect method is employed to study the remodeling effects of the localized 
approximation method for the Gaussian beams. In the first step， the expression of the BSCs is obtained， by 
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using the localized approximation， for the Gaussian beam which is centered in the coordinate system （called 
beam system） and is described by using a scalar potential function （therefore the BSCs are called scalar 
BSCs）. Subsequently， the scalar translational addition theorem is used to transform the BSCs into another 
coordinate system whose axes are parallel to those of the beam system. The second coordinate system in 
which the spherical particle is centered is called particle system. In the second step of the indirect method， 
the electric and magnetic （EM） fields of the Gaussian beam are described by using the scalar potential 
function together with a polarization parameter. Based on this relation， the BSCs of the EM field （called 
vector BSCs or EM BSCs） are expressed as a linear combination of the scalar BSCs. In this way， the EM 
BSCs for the off-axis located Gaussian beam are obtained indirectly from the scalar BSCs of the centered 
beam. The two-step indirect method simplifies the analytical derivation of the BSCs. The expressions of 
the EM BSCs which are directly deduced in the localized approximation for the off-axis located Gaussian 
beam are used in the numerical calculations for making a comparison. It is found that the indirect method is 
at least eight times faster than the direct method in numerical calculation of the BSCs.

The remodeling of the localized approximation is studied， based on a comparison between the 
originally given field of the Gaussian beam and the fields which are reconstructed from the directly and/or 
indirectly calculated EM BSCs. The numerical results reveal that， in the direct LA method， the 
axisymmetric structure of the Gaussian beam is broken in the reconstructed beam field， exhibiting spurious-
peaks in the electric field. When the off-axis distance becomes sufficiently large， a ring structure is 
produced in the field. The deviation of the reconstructed beam field from the given one increases gradually 
along the increase of the off-axis distance. However， in the indirect method， the reconstructed field is 
always axisymmetric and the discrepancy between the reconstructed and given fields is independent of the 
off-axis distance. In both the direct and indirect methods， the reconstructed beam fields deviate from the 
given one， showing a close dependence on the beam waist radius. Namely， the reconstructed beam fields 
agree much better with the given field when the beam waist radius is large， but the quality of the remodeled 
fields become poorer when the beam waist radius decreases， especially when the beam waist radius is close 
to or less than the wavelength of the light beam.

It is concluded that， compared with the direct localized approximation method， the two-step indirect 
method has advantages in analytical derivation of the BSCs， in conciseness of the expressions， in efficiency 
of numerical calculation， and in quality of reconstructed beam field. Besides， the work presented here 
suggests a warning against the use of the direct/indirect LA methods for strongly focused Gaussian beams 
and the use of the direct LA for large off-axis located beams.
Key words： Beam shape coefficient； Scalar translational addition theorem； Local approximation； Gaussian 
beam； Beam remodeling
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