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离散系统中厂商竞争的稳定条件

谢守波
( 齐齐哈尔大学 理学院，黑龙江 齐齐哈尔 161000)

摘 要:讨论了生产同质商品的寡头对市场价格有不同程度影响时的产量稳定性分析．在离散
时间模型中，对一般的非线性价格函数，得到不稳定的条件，在线性情形下，将看到全局稳定的充要

条件是厂商数目不能超过 3．
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Abstract: This paper focuses on the stability when the oligopolists have different power of affecting market price
due to their market strategies even though their products are homogeneous． In discrete time model，conditions are un-
stable，I also examine the conditions under discrete time process，and it is interesting to see that to ensure global sta-
bility，when the inverse demand function is linear，the number of the firms in the industry should be no more than 3．
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1 概 述

关于寡头竞争的稳定性已经有大量的研究，早

期的研究者包括 Hahn［1］，他的讨论主要是针对古诺
调整过程在非线性反需求和成本函数下进行，并且

给出一个全局稳定的命题，如图 1 所示． 随后，在
1980 年 Seade［2］给出了局部稳定的充分必要条件．
他们的结论简要的概括如下．
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图 1 古诺调整过程示意图

如果存在某个 i 和 j( j≠i) 满足
MRi

qj
落在区域

( 1) 和( 4) ，那么古诺调整过程的均衡是不稳定的，
其中，qi 和 MRi 分别是厂商 i的产量和边际收益．如
Seade ［2］，Al-Nowaihi和 Levine［3］指出，如果对i≠j，
MRi

qj
落在区域( 2) 和( 3) ，均衡是局部渐进稳定的．

Al-Nowaihi和 Levine［3］更进一步指出，如果厂商数

目不多于 6 个并且对i≠j，
MRi

qj
落在区域( 2 ) ，那

么均衡是全局稳定的． 在本文中将证明，对i≠ j，

当
MRi

qj
落在区域( 3) ，这时均衡也是全局稳定的．

本文考虑当产品是同质，不同寡头的产品在相

同的价格下销售，但是不同的寡头由于使用不同的



市场策略使得他们对市场价格有不同程度的影响，

并分别考察了局部和全局稳定性，其中连续时间模

型的结论是 Al-Nowaihi和 Levines’的拓展．

2 数学模型

考虑一个市场有任意但是固定数目的厂商 n
个，令 N = { 1，2，…，n} 表示厂商的指标集合． 在同
质商品模型中，凡需求函数为

P = f ∑
n

i = 1
q( )i

式中: P和 qi 分别表示市场价和第 i个厂商的产出，

并且总是假设 f 是严格递减的．于是有对i，j，P
qi

=

P
qj

= f'，也就是说在其他厂商产量不变的情形下，各

个厂商相同产量的微小变化对市场价格的影响是一

样的，但是在实际中，很容易看到由于广告等经营策

略的原因，两个厂商的产量变化导致的市场价格的

变化是不同的．由此，可以考虑如下形式的价格函数

(P = f ∑
n

i = 1
gi ( qi ))

式中: 对每个 i∈N，gi : R
+→R +是二次连续可微函

数．此外，假定 g'i ＞ 0 保证
P
qi

＜ 0．可以把 gi 理解成

一个和第 i厂商产量有关的价格扩大因子．
令 qi ( t) ≥0 为厂商 i在 t时刻的产出，Ci ( qi ) 是

厂商 i 的总成本函数． 于是厂商 i 的收益为 πi =

qi (P ∑
n

i = 1
gi ( qi )) － Ci ( qi ) ． 最大化 πi 有一阶条件

πi

qi
= P + qiP'g' i － C'i = 0．

令 Qi ( t) 为 ( q1 ( t ) ，…，qi － 1 ( t ) ，qi + 1 ( t ) ，…，
qn ( t) )

T ．假定当 Qi ( t) 给定时一阶条件有唯一解 珓qi ．
在离散时间模型中，每一个竞争者并不知道其

对手当期的产量，但是他们知道上一期他们对手的

产量，并以上期的产量作为本期的估计选择当期的

产量，即满足一阶条件
珟πi

qi ( t)
= 0．

还需要其他的假设得到的结论，A． Al-Nowaihi
和 P． L． Levine称之为“核心假设”，即
( A1) 古诺均衡 q* 存在并且存在于一个邻域并

且满足 q*i ＞ 0( i∈N = { 1，2，…，n} ) ．
( A2) P和 Ci ( i∈N) 在 q* 的某个邻域是二次

连续可微的．

( A3)
2πi

q2i
＜ 0 在 q*i 点，i∈N．

( A4) C'
i ( qi ) ＞ 0，qi ＞ 0，i∈N．

3 离散时间系统的稳定性条件

在稳定点 q* = ( q*1 ，…，q
*
n )

T 线性化 Fi，有

qi ( t) = q*i +∑
j≠i

bi cj ( qj ( t － 1) － q*j )

其中

bi = －
P″qig' i + P'

P″qig'
2
i + 2P'g' i + qiP'g″i － C″i q*

，

ci = g'i
q*
，对任意 i∈N．

命题 1
1) 如果存在某个 i，j∈N，有

1
g'( )

j

2 MRi

qj

MRj

qj
= 1

g'( )
i

2 MRj

qi

MRi

qi

且
1
g' j
MRi

qj
＞ 1

g'i
MRi

qi
，

那么 q* 是不稳定的．
2) M是 1) 中的条件的对立条件的集合

①如果
MRi

qj
＞ 0 对任意 i，j∈M 且min

i，j∈N

1
g'j
MRi

qj
1
g'i
MRi

qi

＜

－ 1，那么 q* 是不稳定的．

②如果
MRi

qj
＜0 对任意 i，j∈M且max

i，j∈N

1
g'j
MRi

qj

1
g'i
MRi

qi

＞

1，那么 q* 是不稳定的．
证明: 定义 Q( t) 为
( q1 ( t) － q*1 ，…，qn ( t) － q*n )

T，

且 T =

0 b1c2 … b1cn
b2c1 0 … b2cn
  
bnc1 bnc2 …













0

．

系统 qi ( t) = q
*
i +∑

j≠i
bi cj ( qj ( t － 1) － q*j ) ，

i∈N等价于: Q ( t ) = TQ ( t － 1 ) ． | λI － T | = 0

∏
n

i = 1
( λ + bici ) ∑

n

i = 1

－ bici
λ + bici

+[ ]1 = 0如果存 i，j∈

N使得 bici = bjcj，那么 － bici是矩阵 T的特征值．如
果此时 | bi ci | ＞ 1，那么系统是不稳定的．于是命题
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1 中 1) 成立．
如果任意 i，j∈N，bici≠bjcj，则任意的 － bici 均

不是矩阵 T 的特征值． 于是，| λI － T | = 0∑
n

i = 1

bici
λ + bici

= 1．类似于命题1，有max
i∈N

bici ＞ 1，于是至少

存在一个特征根大于1．于是命题1中2) 中①成立，
类似可证，②也成立．
特殊地，考察当价格函数 f 和各个厂商的成本

函数是线性的情形，即，P =b－a ∑
n

i = 1
wiq( )i 且 Ci ( qi ) =

ciqi，其中 ci是正常数．进一步，可以只讨论形如 P =

b －∑
n

i = 1
wiqi 的价格函数．

命题 2 在具有线性的价格和成本函数的离散
时间模型中，如果厂商数目大于 3，那么古诺 －纳什
均衡是不稳定的，如果厂商数目小于 3，那么均衡是
全局稳定的．
证明: 如果价格函数和各个厂商的总成本函数

分别形如 P = b －∑
n

i = 1
wiqi和 Ci ( qi ) = ciqi ．则厂商 i

的收益函数为πi (= b－∑
n

j≠i
wjqj ( t－1) －wiqi ( t )) qi ( t) －

ciqi ( t) ．最大化 πi 有厂商 i 在 t 时刻的最优解，即

qi ( t) = －∑
n

j≠i

wj

2wi
qj ( t － 1) +

b － ci
2wi
，i∈N．或者可

以简写为

Q( t) = AQ( t － 1) + B，
式中 Q( t) 为( q1 ( t) ，…，qn ( t) )

T，

A = － 1
2

0
w2

w1
…

wn

w1

w1

w2
0 …

wn

w2

  

w1

wn

w2

wn
…





















0

，

B =
b － c1
2w1
，…，

b － cn
2w( )

n

T

．为讨论均衡的稳定性，要考

察矩阵 A 的特征值．设 λ 是矩阵 A 的特征值，其对
应的特征向量为 x = ( x1，…，xn )

T ．因为 Ax = λx，于

是有 － 1
2∑j≠i

wj

wi
xj = λxi，即

∑
j
wjxj = ( 1 － 2λ) wixi ． 两边对 wixi 加和，有

n∑
j
wjxj = ( 1 － 2λ)∑

i
wixi，于是有 λ = 1 － n

2 或者

∑
i
wixi = 0． 将∑

i
wixi = 0 代入∑

j
wjxj = ( 1 －

2λ) wixi有( 1 － 2λ) wixi = 0．因为对任意的 i∈N，wi

＞ 0，所以，( 1 － 2λ) wixi = 0有对任意的 i∈N，( 1 －

2λ) xi = 0．如果 λ≠ 1
2 ，那么对任意的 i∈ N，xi =

0．但这和特征向量非零矛盾． 于是矩阵 A 的特征值

为
1
2 或者

1 － n
2 ．事实上，λ1 = 1

2 对应的线性无关的

特征向量有 n － 1个，λ2 = 1 － n
2 对应的线性无关的

特征向量有 1 个．于是矩阵 A 的全部特征值就是 1
2

和
1 － n
2 ．

于是 Q( t) = AQ( t － 1) + B的不动点稳定当且

仅当
1 － n
2 ＜ 1，即 n ＜ 3．

4 结 语

在离散时间模型中，给出了不稳定的充分条件

( 或者稳定的必要条件) ，可以看到，具有线性的价

格和成本函数的离散时间模型中，稳定性只和厂商

数目有关而和厂商对市场价格的影响无关，当厂商

数目较少的时候( 小于 3 个) ，那么古诺 －纳什均衡
是全局稳定的，当厂商数目较多( 大于 3 个) ，那么
没有一个稳定的古诺 －纳什均衡．
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