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四阶半正的非线性两端固结梁方程的多个正解

高志英， 李 艳， 苑成军
( 哈尔滨学院 理学学院数学系，黑龙江 哈尔滨 150086)

摘 要:研究了一四阶半正梁方程边值问题正解的存在性． 首先利用 Leray-Schauder型非线性
抉择定理获得了该半正梁的方程的第一个正解的存在性的充分条件，然后利用 Krasnosel’skii不动
点定理获得了该半正梁的方程的第二个正解的存在性的充分条件，最后该半正梁的方程多个正解

的存在性的充分条件被建立． 并举例说明主要结论．
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Multiple Positive Solutions of a Fourth-order Nonlinear Semipositone
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Abstract: The paper investigates the existence of positive solutions for boundary value problem of a fourth-or-
der nonlinear semipositone beam equation． First，using nonlinear alternative of Leray-Schauder type，sufficient con-
dition for the first positive solutions of the beam equation is established; next，by Krasnosel＇skii＇s fixed point theo-
rem，sufficient condition for the second positive solutions of the beam equation is established; the last，sufficient
condition for multiple positive solutions of the semipositone beam equation are established． An example is given to
illustrate the main results．
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0 引 言

文中将研究下面四阶非线性边值问题，

u″″( t) = λf( t，u) 0 ＜ t ＜ 1
u( 0) = u'( 0) = 0
u( 1) = u'( 1) }= 0

( 1)

其中 λ ＞ 0 是一个参数，f 是一个符号可以改变的连

续函数． 我们的目标是对这个梁的方程建立多个
正解．
众所周知，在描述一大类的弹性变形现象上四

阶两点边值问题起来至关重要的作用，例如，方程

( 1) 就刻画了以弹性梁在一定外力下的扭曲或弯曲
形态．因为这个原因，有大量的研究四阶两点边值问
题解的存在性和唯一性的文献存在． 见文［1 － 15］
以及其相关的引文． 特别在文［3 － 4，6 － 7］内，这



些研究者在某些条件下研究了模型( 1) ．
在文［5］中，Ma 和 Tisdell 研究了方程( 1) 的特

殊情形，即假定 f ( t． u) = p ( t) uλ 且 λ∈ ( 0. 1 ) ; 文
［6］中，在假定 f( t，u) ≥0 的条件下，作者利用混合
单调算子不动点定理，研究了方程( 1 ) 正解的存在
唯一性． 本文通过 Krasnosel’skii’s 不动点定理和
Leray-Schauder型抉择定理，将给出方程( 1 ) 存在正
解的 3 个充分条件．最后给出了一些例子．

1 预备知识

用 G: ［0，1］×［0，1］→［0，+ ∞ ) 表示边值问
题( 1 ) 对应的 Green’s 函数． 因此 G ( t． s ) 能被表
示为

G( t，s) = 1
6

t2 ( 1 － s) 2 ( 3s － t － 2ts) ，0≤t≤s≤1
s2 ( 1 － t) 2 ( 3t － s － 2ts) ，0≤s≤t≤{ 1

引理 1［6］ 1
3 e( t) e( s) ≤G( t，s) ≤e( t) 和 G( t，

s) ≤e( s) ．其中 e( t) = t2 ( 1 － t) 2

定理 1［16］ 令 X 是—Banach 空间，ΩX 是一
闭凸集． 设 U 是 Ω 的一相对开集，且 0∈U，再设
S:珚U→Ω是一个紧连续影射． 则

1) S在珚U有一个不动点，或
2) 存在一个 u∈U和 ν∈( 0，1) ，使得 u = vSu
中必有一个成立，且仅有一个成立．
定理 2［16］ 令 X—Banach 空间，PX 是 X 的

一个锥． 设 Ω1 ． Ω2 是 X的开集，且 0∈Ω1珚Ω1Ω2，

若一个全连续算子 S: P→P，使得
1 ) ‖Sw‖≤‖w‖，w∈P∩ Ω1，‖Sw‖≥

‖w‖，w∈P∩ Ω2，或

2 ) ‖Sw‖≥‖w‖，w∈P∩ Ω1，‖Sw‖≤
‖w‖，w∈P∩ Ω2

成立． 则在 P∩( 珚Ω2 \Ω 1 ) 内必有一个不动点．

2 主要结论

讨论微分方程微分方程( 1 ) ． 本文中作如下
假定

( H1 ) f( t，u) ∈C( ［0，1］×［0，+ ∞ ) ，( － ∞，
+∞ ) ) ，且存在函数 g( t) ∈L1( ［0，1］，( 0，+ ∞ ) ) ，
对任意的 t∈( 0，1) 和 u∈［0，+ ∞ ) ，使得 f( t，u) ≥
－ g( t) 成立．
( H*

1 ) f( t，u) ∈C( ( 0，1) ×［0，+ ∞ ) ，( － ∞，
+ ∞ ) ) 在 t = 0，1 处可以奇异，且存在函数 g ( t) ∈

L1 ( ( 0，1) ，( 0，+ ∞ ) ) ，对任意的 t∈ ( 0，1 ) 和 u∈
［0，+ ∞ ) ，使得 f( t，u) ≥ － g( t) 成立．
( H2 ) f( t，0) ＞ 0，t∈［0，1］．
( H3 ) 存在区间［θ1，θ2］∈( 0. 1) 使得

lim
u↑ + ∞

min
t∈［θ1，θ2］

f( t，u)
u = + ∞

( H4 ) ∫
1

0
q( s) f( s，z) ds ＜ + ∞ 对 z∈［0，m］成

立，m ＞ 0 是任意一实数．
事实上，仅需要考虑边值问题

x ( 4) ( t) + λ［f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) + g( t) ］= 0，
0 ＜ t ＜ 1

x( 0) = x'( 0) = x( 1) = x'( 1) }= 0
( 2)

其中

y( t)* =
y( t) ，y( t) ≥0
0，y( t){ ＜ 0

υ( t) = λ∫
1

0
G( t，s) g( s) ds，且是边值问题

－ υ( 4) ( t) = λg( t) ， 0 ＜ t ＜ 1，
υ( 0) = υ'( 0) = υ( 1) = υ'( 1) = 0

的解．
证明边值问题( 2 ) 存在正解 x，并且 x ( t ) ≥

υ( t) ，t∈［0，1］，如果这个是真的，则 u( t) = x( t) －
v( t) 是边值问题( 2) 的非负解( 在( 0，1) 上是正的) ．
对任意的 t∈ ( 0，1 ) 有 － u ( 4) － υ( 4) = λ［f ( t，u ) +
g( t) ］，则 － u ( 4) = λf( t，u) ． 因此将集中研究边值
问题( 2) ．

x( t) 是边值问题( 2) 的解的充要条件是

x( t) = λ∫
1

0
G( t，s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) +

g( t) ) ds， 0 ≤ t≤ 1 ( 3)
考虑 Banach空间 E = C［0，1］，其上范数为标准

的范数‖x‖ = max
0≤t≤1

| x( t) |，x∈E．定义一个锥 P:

P = x∈E x( t) ≥ 1
3 e( t) ‖x‖， t∈［0，1{ }］

再定义一个算子 T: P→X如下

Tx( t) = λ∫
1

0
G( t，s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) +

g( t) ) ds， 0 ≤ t≤ 1，x∈ P． ( 4)
根据引理 1，对任意的 t∈［0，1］和 x∈P．有 Tx( t) ≥
0 和

Tx( t) = λ∫
1

0
G( t，s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) +

g( t) ) ds≤
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λ∫
1

0
e( s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) +

g( t) ) ds
故有

‖Tx‖≤∫
1

0
e( s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) + g( t) ) ds．

另一方面，又有

Tx( t) ≥ 1
3 e( t) λ∫

1

0
e( s) ( f( t，［x( t) － υ( t) ］* ) +

g( t) ) ds≥ 1
3 e( t) ‖Tx‖

因此，T( P) P． 进一步的，通过标准的证明，可以
得到 T是紧的全连续算子．
定理 3 如果条件( H1 ) － ( H2 ) 成立．则存在常

数 珔λ ＞ 0 使得，对任意 0 ＜ λ ＜ 珔λ． 的边值问题( 1 ) 至
少有一个正解．
证明: 固定 δ∈ ( 0，1 ) ． 由( H2 ) ，存在 0 ＜ ε ＜ 1

使得

f( t，z) ≥δ f( t，0) ， 0≤t≤1， 0≤z≤ε ( 5)

成立． 令 0 ＜ λ ＜ ε
2c f

－
( ε)
: = 珔λ，其 中 f

－
( ε) =

max
0≤t≤1，0≤z≤ε

{ f( t，z) + g( t) } ，c = ∫
1

0
e( s) ds． 因为

lim
z↓0

f
－
( z)
z = + ∞和 f

－
( ε)
ε

＜ 1
2cλ
，则，存在一个 R0∈

( 0，ε) 使得

f
－
( R0 )
R0

＜ 1
2cλ

令 x∈P 和 ν∈( 0，1) 使得 x = νT( x) ，‖x‖≠
R0 如不然，则有

‖Tx( t) ‖≤ λ∫
1

0
e( s) ［f( s，［x( s) － v( s) ］* ) +

g( s) ］ds≤

λ∫
1

0
e( s) max

0≤s≤1; 0≤z≤R0
［f( s，z) + g( s) ］ds≤

λ∫
1

0
e( s) f

－
( R0 ) ds≤ λc f

－
( R0 )

即

f
－
( R 0 )
R 0

≥ 1
cλ

＞ 1
2cλ

=
f
－
( R 0 )
R 0

这说明‖x‖≠R 0 ．令 U = { x∈P : ‖x‖ ＜ R 0 } ．根
据 Leray-Schauder型非线性抉择定理，T有一个不动
点 x∈珚U．根据式( 4) 、( 5) 和 R0 ＜ ε有

x( t) ≥ λ∫
1

0
G( t，s) ［δf( s，0) + g( s) ］ds≥

[λ δ∫
1

0
G( t，s) f( s，0) ds +

∫
1

0
G( t，s) g( s) d ]s ＞

λ∫
1

0
G( t，s) g( s) ds = u( t) t∈ ( 0，1)

令 u( t) = x( t) － υ( t) ＞ 0，则( 1 ) 有解 u 且‖u‖≤
‖x‖≤R0 ＜ 1．

定理 4 如果条件( H*
1 ) 和( H3 ) － ( H4 ) 成立．

则存在常数 λ* ＞ 0，使得对任意的 0 ＜ λ≤λ* 边值问

题( 1) 至少有一个正解．
证明 令 Ω1 = { x∈C［0，1］∶‖x‖ ＜ R1 } ．其中

R1 = max{ 1，r} 和 r = 3∫
1

0
g( s) ds选择

λ* = min 1，R [1 ∫
1

0
e( s) ［max

0≤z≤R1
f( s，z) + g( s) ］ds］－{ }1 ．

则对任意的 x∈P∩Ω1，从‖x‖ = R1 和 x ( s ) －
υ( s) ≤x( s) ≤‖x‖，有

‖Tx( t) ‖≤ λ∫
1

0
e( s) ［f( s，［x( s) － υ( s) ］* ) +

g( s) ］ds≤

λ∫
1

0
e( s) ［max

0≤z≤R1
f( s，z) + g( s) ］ds≤

R1 = ‖x‖
这说明‖Tx‖≤‖x‖，x∈P∩Ω1 ．

另一方面，选择常数N ＞ 0使得λN9 min
θ1≤t≤θ2

e( t) ×

∫
θ2

θ1
e2 ( s) ds≥ 1． 根据假设( H3 ) ，对任意的 t∈［θ1，

θ2］，存在常数 B ＞ 0 使得
f( t，z)

z ＞ N即 f( t，z) ＞ Nz，z ＞ B

成立．选择 R2 = max R1 + 1，2λr，
6( B + 1)
min

θ1≤t≤θ2
e( t{ }) ，且令

Ω2 = { x∈C［0，1］∶‖x‖ ＜ R2 } ，则对任意的 x∈P∩
Ω2，有

x( t) － ν( t) ≥ x( t) － 1
3 e( t) λ∫

1

0
3g( s) ds≥

x( t) － x( t)
‖x‖λr≥

x( t) － x( t)
R2

λr≥

1 － λr
R( )
2
x( t) ≥ 1

2 x( t) ≥0，t∈［0，1］

并且 min
θ1≤t≤θ2
{ x ( t) － ν ( t) } ≥ min

θ1≤t≤θ2

1
2 x( t{ }) ≥ min

θ1≤t≤θ2

e( t)
6 ‖x{ }‖ =

R2 min
θ1≤t≤θ2

e( t)

6 ≥B + 1 ＞ B．
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‖Tx( t) ‖≥ max
0≤t≤1

λ ∫
1

0

1
3 e( t) e( s) ［f( s，［x( s) －

υ( s) ］* ) + g( s) ］ds≥

max
0≤t≤1

λ 1
3 e( t) ∫

1

0
e( s) f( s，［x( s) －

υ( s) ］* ) ds≥
λ
3 min

θ1≤t≤θ2
e( t) ∫

θ2

θ1
e( s) f( s，x( s) －

υ( s) ) ds≥
λ
3 min

θ1≤t≤θ2
e( t) ∫

θ2

θ1
e( s) N2 x( s) ds≥

λN
9 min

θ1≤t≤θ2
e( t) ∫

θ2

θ1
e2 ( s) ‖x‖ds≥

λN
9 min

θ1≤t≤θ2
e( t) ∫

θ2

θ1
e2 ( s) ds‖x‖≥

‖x‖
‖Tx‖≥‖x‖，x∈ P∩  Ω2

因此，Krasnoesel’skii 不动点定理的条件被满足，于
是 T有不动点 x，且 r ＜‖x‖ ＜ R2 使得

－ x″″( t) =λ( f( s，［x( s) － υ( s) ］* ) + g( s) ，0 ＜ t ＜1，
x( 0) = x'( 0) = x( 1) = x'( 1) = 0．

因为 r ＜‖x‖，

x( t) － ν( t) ≥ e( t)
3 ‖x‖ － λ∫

1

0
G( t，s) g( s) ds≥

e( t)
3 ‖x‖ － e( t)

3 λ∫
1

0
3g( s) ds≥

e( t)
3 r － e( t)

3 λr≥

( 1 － λ) e( t)3 r≥ 0， t∈ ( 0，1)

令 u( t) = x( t) － ν( t) ，则 u( t) 是边值问题( 1) 的一
个正解．
因为条件( H1 ) 蕴含了条件( H

*
1 ) 和( H4 ) ，再根

据定理 3、4 的证明过程，下面的定理:
定理 5 如果条件( H1 ) － ( H3 ) 成立，则当 λ ＞

0 充分的小的时侯，边值问题( 1) 至少有两个解．
事实上，令 0 ＜ λ ＜ min { 珔λ，λ* } ，则边值问题

( 1) 至少有两个正解 u1 和 u2 ．

3 应 用

考虑下面边值问题

u ( 4) ( t) = λ( ua ( t) + cos( 2πu( t) ) ) ，0 ＜ t ＜ 1，λ ＞ 0，
u( 0) = u'( 0) = 0，
u( 1) = u'( 1) = 0{

，

其中 a ＞ 1．如果 λ ＞ 0 充分的小，方程( 9 ) 有两个正

解 ui 且 ui ( t) ＞ 0，t∈( 0，1) ，i = 1，2．
令 f( t，u) = ua ( t) + cos ( 2πu ( t) ) ，g ( t) = 2，

显然

f( t，0) = 1 ＞ 0，f( t，u) + g( t) ≥ua ( t) + 1 ＞ 0，

lim
u↑ + ∞

f( t，u)
u = + ∞，t∈( 0，1)

即条件( H1 ) － ( H3 ) 满足． 令 δ = 1
2 ，ε = 1

8 和 c =

∫
1

0
e( s) ds， 有 1

16c ( )1
8

a
+( )3
: = 珔λ，因 为

ε
2c( max

0≤x≤ε
f( t，x) + 2) ≥

1

16c ( )1
8

a( )+ 3
． 如果 0 ＜ λ ＜

珔λ，则 0 ＜ λ ＜ ε
2c( max

0≤x≤ε
f( t，x) + 2) ，根据定理 3，方程

( 9) 有正解 u1 且‖u1‖≤
1
8 ．

接下来，令 R1 = 2，有

∫
1

0
e( s) ［max

0≤z≤R1
f( s，z) + g( s) ］ds≤

∫
1

0
e( s) ［2a + 2ds = ( 2a + 2) c

和 λ* = min 1， 1
( 2a － 1 + 1){ }c ． 如果 0 ＜ λ ＜ λ* ，则

0 ＜ λ ＜ (2 ∫
1

0
e( s) ［max

0≤z≤R1
f( s，z) + g( s) ］d )s －1

，根

据定理 4，方程( 9) 有正解 u2 且‖u2‖≥1．
所以，如果 λ ＜ min{ 珔λ，λ* } ，根据定理 5，方程

( 9) 有两个正解 ui 且 ui ( t) ＞ 0，t∈( 0，1) ，i = 1，2．
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也几乎不会出现; 极限环的出现说明此时物质文明

和精神文明呈周期变化; 而同宿轨的出现意味着社

会动荡区域的面积几乎为零，社会的崩溃区域增加．
所以我们可以通过对模型的奇异性的分析找出参数

之间相互影响的规律，进一步预测各个国家的综合

国力的发展情况．
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