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摘 要:以系数为参数，研究了综合国力模型的稳定性及奇异性问题．利用中心流形定理结合
李雅普诺夫函数证明了该模型平衡点的不稳定性．进一步发现了该平衡点具有 Bogdanov － Takens
奇异性．通过含参数的可逆线性变换，得到了该模型带有普适开折的规范型，并指出了该模型在
Bogdanov － Takens奇点附近的拓扑结构．讨论了对应这些拓扑结构的一些综合国力的相应发展情
况．最后应用数值模拟验证了结论．
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Abstract: In this paper，using coefficients as parameters，the stability and singularity of the comprehensive na-
tional power model are studied． By center manifold theory and Lyapunov function，the instability of the equilibrium
point of the model is proved． It is found that the equilibrium point is Bogdanov-Takens singularity． Applying revers-
ible linear transformations，the normal forms with universal unfolding parameters of the comprehensive national pow-
er model is obtained． Furthermore，the topology structures of the model near Bogdanov-Takens singularity are giv-
en． The associated development situations of the comprehensive national power for some topological structures are
discussed． Finally，some numerical simulations are performed to support the analytic results．
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0 引 言

综合国力，是一个主权国家生存与发展所拥有

的全部实力( 物质力和精神力) 及国际影响力的合

力．模型的建立开始于 1981 年美国乔治敦大学战略
与国际研究中心的克莱因教授给出的综合国力公式

Pp = ( C + E +M) × ( S +W) ，其中 Pp 是综合国力，C
是基本实体，E 是经济实力，M 是军事实力，S 是战
略意图，W 是贯彻国家战略的意志． 这个公式只对
已有国力进行度量，未考虑时间因素引起的发展与

变化，无预报功能． 1992 年，我国著名军事未来学家
黄硕风［1］教授给出了一个综合国力的微分动力学

模型，其国力主方程为:



dyt
dt = ρyt 1 －

yt( )M
其中: yt 是国力函数; ρ是国力的年增长率． 1997 年，
王树禾［2］修改了该模型，得到如下形式

dx
dt = αx

M － x( )M － βy

dy
dt = － γy + δ( m － x) x

这里 x( t) = X( t) － X0，其中 X( t) 为硬国力函数，即
指某国物质文明( 资源、经济、军事) 水平的一个综
合指标，X0 是正的常数，表示 X ( t) 的警戒线． y ( t)
是软国力函数，即指某国精神文明问题( 内政外交

决策的失误与正确，官员的腐败与廉洁，国民教育的

失败与成功，社会治安情况的严重与良好等) ．模型

建立依据: 物质文明的发展速度
dx
dt与现有文明水准

x( t) 和发展潜力的份额( M － x)
M 乘积成正比，α 称为

增长系数; － βy表示社会丑恶现象对物质文明发展
的阻滞，β 称为丑恶系数; － γy 表示人民与政府对
丑恶现象的抵制与治理力度，γ 称为统治系数; δ( m
－ x) x表示物质文明不足( x ( t) ＜ m) 时，丑恶现象
随 x( t) 之增长而加剧，但物质文明程度足够大之后
( x( t) ＞m) 社会丑恶现象随 x( t) 之增加而减少．文
［2］还从数学上研究了相应的二次微分系统的 Hopf
分支、中心与细焦点的判定、极限环的存在唯一性等
问题．并对这些数学结论给予以合理解释，将社会
相平面划分成社会发展区域、社会动荡区域和社会
崩溃区域． 2007 年，邢秀梅［3］考虑到软国力对硬国
力的影响是有时滞作用的，即软国力的某些变化需

在一定的时间后才能在硬国力上显现出来，因而引

入了一个时滞．并给出了该动力系统存在局部 Hopf
分支的条件并分析了平衡点的稳定性． 2009 年，廖
晓昕［4］研究了一般综合国力非线性扩散数学模型

及其相应简化的综合国力非线性扩散数学模型的全

局渐近稳定性与部分变元全局稳定，并给出了其余

部分变元稳定性的构造性判据． 共所周知研究动力
系统稳定性是非常重要的，尤其是对生物系统和社

会系统［2 － 4］上有着非常重要的意义．
在文［2］的基础上，本文扩充了在文［2］中某参

数的取值范围，找出产生 Bogdanov － Takens 奇点的
条件．利用中心流形理论与李雅普诺夫函数方法研
究了综合国力模型平衡点的稳定性． 然后利用文
［7］给出的规范型计算理论，得到了该模型带有普
适开折的规范型．并得到了经参数扰动后的该模型

的拓扑结构． 与［2］中得出文的局部分支性质是一
致的，这说明该系统在临界状态下会发生一系列的

连锁反映，系统的任何自发的初始条件的细微改变

都会引起结果的突变． 为定量地研究各国的综合国
力提供了理论依据．

1 稳定性分析

在文［2］的模型中，设

u( t) = x( t)
M ，v( t) =

y( t)
M ，a =

α
β
，

b = γ
β
，c = δM

β
，d = m

M，s = βt，

然后，仍把 s写成 t得

du
dt = au( 1 － u) － v

dv
dt = － bv + c( d － u) }u ( 1)

文［2］在( α + γ) 2
4βδ

＜ m ＜ M 条件下，得出模型

( 1 ) 有两个奇点 E1 = ( 0，0 ) ，E2 (= ab － cd
ab － c，

a ab － cd
ab －( )c 1 － ab － cd

ab －( ) )c ． 若( α + γ) 2
4βδ

= m，即 ab =

cd成立，此时模型只有一个奇点 E1 = ( 0，0 ) ． 下面
就研究参数在这种情况扰动时，模型( 1 ) 的动态
性质．
模型( 1) 在原点处的线性化的特征方程为:

λ2 + ( b － a) λ － ab + cd = 0 ( 2)
为了研究方便，先给出下面引理

引理 1 若 ab = cd 且 b = a 成立，那么 λ = 0 为
特征方程( 2) 的二重根．
定理 1 若 ab = cd且 b≠a 成立，那么模型( 1)

的零解是不稳定的．
证明: 因为由定理条件可得: 如果 b ＜ a成立，那

么模型( 1) 在原点处的线性化的特征方程有一个正
实根 λ = a － b ＞ 0，所以( 1) 的零解此时不是稳定的;
如果 b ＞ a，应用文［8］第一章给出的中心流形定理
可以讨论模型式( 1) 零解的稳定性问题．
首先，设 u = x + y，v = ax + by把式( 1) 化为

dx
dt =

c － ab
b － a ( x + y)

2

dy
dt = － ( b － a) y + a2 － c

b － a ( x + y)
}2
( 3)
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设中心流形为

y = h( x) = a1x
2 + b1x

3 + o( x) ，

其中 a1 =
a2 － c
( b － a) 2
，

b1 =
2( a2 － c) ( a2 + ab － 2c)
( b － a) 4

，则式( 3) 在中心流

形上的投影为

u' = c － ab
b － a { u +

a2 － c
( b － a) 2

u2 +

2( a2 － c) ( a2 + ab － 2c)
( b － a) 4

u3 } 2 ． ( 4)

构造李雅普诺夫函数为

V = ( b － a) u
沿着式( 4) 求导得

dV
dt≥0

综上，可知模型( 1) 的零解是不稳定的．

2 Bogdanov-Takens奇异性

在本部分中给出产生 Bogdanov － Takens 奇点
的条件及该奇点附近的动态性质．
定理 2 对于模型( 1) ，设 b 和 d 为分支参数，

并引入的两新的参数 ε1 和 ε2 使其分别满足 b = a +

ε1 和 d = a2

c +
ε2

c ．当 b = a且 d = a2

c 时，模型( 1) 在平

衡点( 0，0) 处历经了 Bogdanov － Takens 分支．此时，
称平衡点( 0，0) 为 Bogdanov － Takens奇点．
通过定理 2 引入的两参数 ε1 和 ε2，则模型( 1)

变为

du
dt = au － v － au

2

dv
dt = ( a

2 + ε2 ) u － ( a + ε1 ) v － cu }2
( 5)

下面按照文［7］的规范型计算理论，来研究原
点附近的动态性质．

选择变换 u = x + y
a和 v = ax，可得到

dx
dt =

ε2

a － ε( )1 x + 1 +
ε2

a( )2 y － c
a x + y( )a

2

dy
dt = ( aε1 － ε2 ) x －

ε2

a y + ( c － a2 ) x + y( )a
}2
( 6)

利用文［8］第一章第二节给出的李括号算子，
可得到其规范型为

dx
dt = y

dy
dt = ( aε1 － ε2 ) x － ε1y + ( c － a

2 ) x2 － 2 }axy
( 7)

选取变换 珋x = 4a2

c － a2 x，珋y = 8a3

( c － a2 ) 2
y 和 τ =

c － a2

2a t代入式( 7) ，然后仍记 x =珋x，y =珋y，t = τ，可得

到

dx
dt = y

dy
dt =

4a2 ( aε1 － ε2 )

( c － a2 ) 2
x －

2aε1

c － a2y + x
2 －









xy
( 8)

再选取变换 珓x = x －
2a2 ( aε1 － ε2 )

( c － a2 ) 2
代入式( 8 ) ，

然后仍记 x =珓x，可得到如下形式
dx
dt = y

dy
dt = μ1 + μ2y + x

2 － }xy
( 9)

其中: μ1 = 4a
4 ( aε1 － ε2 )

2 / ( c － a2 ) 4 ;

μ2 = 2a
2 ( aε1 － ε2 ) / ( c － a

2 ) 2 － 2aε1 / ( c － a
2 )

式( 9) 正好是文［9］第三章第一节的式( 3 ) 的
形式，所以由文［9］定理 1 的结论，得到如下结论:
定理 3 当( ε1，ε2 ) 在参数平面的原点附近变

动时，系统式( 8) 在相空间 x － y 的原点附近有不同
的拓扑结构，这些拓扑结构分别对应于参数平面 ε1

－ ε2 原点 Ω邻域中分支图的相应分支曲线及其分
割区域．分支图是由原点( 0，0) 及下列曲线构成:

1) TB = { ( ε1，ε2 ) ε2 = aε1 }

2) H ± = { ( ε1，ε2 ) ε1 = 0 且 ε2 ＞ 0;

ε2 =
3a2 － c
2a ε1 且 ε1 ＞ 0}

3) P ± = { ( ε1，ε2 ) ε2 =
9a2 － 7c

2a ε1

且 ε1 ＜ 0; ε2 =
19a2 － 7c

12a ε1 且 ε1 ＞ 0}

其中 TB为鞍结点分支曲线，当参数从 TB 线的一侧
穿到另一侧平衡点的个数不变，鞍点和结点相互转

化; H ±为 Hopf分支曲线，在这条线的附近会产生极
限环; P ±为同宿分支曲线，在这条曲线上会出现同

宿轨．
当( ε1，ε2 ) 在( 0，0) 的某邻域 Ω内变化时，参考

文［10］的图 1 ( 分支图) 的形式，可由定理 3 得到式
( 8) 在相空间的原点附近轨道的拓扑结构见图 1．
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H+ⅡP+ Ⅰ

Ⅵ

TB

Ⅴ

Ⅳ

Ⅲ
H-
着1

TB

着2

P -

注: 零平衡点上有一小竖线表示纵坐标．

图 1 模型( 8) 的分支图

3 数值模拟

对于模型( 1) 取 a = 0. 01; c = 0. 2，则有

b = 0. 01 + ε1 ; d = 0. 000 5 + 5ε2 ; 经过计算可得:

TB: ε2 = 0. 01ε; H
+ : ε1 = 0，ε2 ＞ 0;

H － : ε2 = － 9. 985ε1，ε1 ＞ 0;
P + : ε2 = － 69. 955 4ε1，ε1 ＜ 0
P － : ε2 = － 11. 650 8ε1，ε1 ＞ 0．
为了理解好分支图( 图 1) ，下面分如下 4 种情

况进行研究:

1) ε1 = 0. 01; ε2 = 0. 000 1 在图 1 的 TB线上，只
有一个平衡点( 见图 2 中的( a) ) ．

2) ε1 = 0. 1; ε2 = 0. 15 在图 1 中的区域 I 内，平
凡平衡点稳定，非平凡平衡点为鞍点( 见图 2 中的
( b) ) ．

3) ε1 = 0; ε2 = 0. 01 在图 1 的 H +线上，在平凡

平衡点附近有极限环出现( 见图 2 中的( c) ) ．
4) ε1 = － 0. 001; ε2 = 0. 069 955 4 在图 1 的 P +

线上，有同宿轨出现( 见图 2 中的( d) ) ．
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图 2 模型( 1) 的相图

4 结 语

在文中所做变换均为可逆变换，所以模型( 1 )
与式( 5) 和式( 8) 都有相同的拓扑结构．这一点我们

可以从数值模拟出的图 2 中看到． 同时也证实了从
文［2］得到 Hopf 分支、中心、极限环的存在等问题
均属于 Bogdanov － Takens 分支的局部问题，是由
Bogdanov － Takens奇点产生的．其中，平凡平衡点稳
定说明在物质文明不发达的同时，社会的丑恶现象
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也几乎不会出现; 极限环的出现说明此时物质文明

和精神文明呈周期变化; 而同宿轨的出现意味着社

会动荡区域的面积几乎为零，社会的崩溃区域增加．
所以我们可以通过对模型的奇异性的分析找出参数

之间相互影响的规律，进一步预测各个国家的综合

国力的发展情况．
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