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一类具有时滞的非自治食物链捕食扩散模型
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摘 要:针对生态系统食物链捕食扩散问题，利用比较定理及 Liapunov 函数方法，研究了一类
具有离散和分布时滞的非自治食物链捕食扩散模型，得到了模型是一致持久的和全局渐近稳定的
充分条件．
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Non-autonomous Food Chain Diffusive Predator Prey
Model with Time Delay
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Abstract: Aiming at the ecological system of the food chain predator-prey diffusion problem，a non-autonomous
food chain diffusive predator prey model with discrete delay and distributed delay is discussed，obtaining the suffi-
cient conditions of persistence and globally asymptotically stability of model by using comparison theorem and Lia-
punov functional．
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在生态环境中，物种间的相互作用建立了复杂

的生态关系网，人们关注着每个种群生存及整个生

态系统最终发展趋势，利用种群动力学原理从理论

上分析了种群稳定性问题已取得诸多的结果［1 － 4］．
对于种群间的捕食关系往往用 Holling 类型功能函
数给予表述，但生物学家与生理学家通过大量的实

验数据研究，发现在实际捕食环境中当捕食者受到

环境的制约不得不搜寻食物时，一个更符合实际捕

食环境的捕食 －被捕食系统应基于“比率依赖”理
论． Hsu S B等研究了基于比率依赖且具有 Machae-
lis － Menten功能反应的捕食系统，给出了系统全局
稳定性的条件［5 － 9］． 在捕食与被捕食相互作用过程

中，被捕食者会有一部分选择适当的避难所躲避被

吃掉的危险，从而降低了被捕食者的绝灭的可能性．
陈超等人研究基于比率的非自治三种群扩散系统，

得到该系统持久性和全局稳定性的充分条件［10 － 11］．
种群间的相互作用时滞是不可避免的，时滞对

种群的全局稳定性影响是存在的． 徐瑞等研究了具
有离散时滞和基于比率的三种群食物链捕食 －被捕
食动力学系统，证明了该系统在适当条件下的一致

持久性并通过构造 Liapunov泛函，得到了该系统全
局渐近稳定的充分条件［12 － 14］．生物种群中的幼体在
发育成长中种群的增长要受到自身能力的制约影

响，因而刻画这一过程可以采用分布时滞．陆志奇，
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黄玉梅研究了含分布时带时滞和基于比率的三种群

扩散模型，得到了系统一致特久和全局渐近稳定的

充分条件［15 － 17］．
本文基于现有的研究基础，考虑到基于比率的

Michaelis － menten 功能函数比 Holling 型功能型函
数表示种群间相互作用关系更贴近实际现象． 在自
然环境中多种因素具有可变性，系统中参数认为是

随时间变化的，因此用非自治系统描述问题更具有

普遍意义．被捕食者为了生存选择避难所躲避捕食
者现象在生态系统中较为普遍． 同时也考虑到种群
及其的幼体在增长要受到自身的制约，这种现象可

反映为即受离散时滞影响也受到分布时滞的影响，

说明种群的幼体的数量对种群的总体数量稳定性是

不能忽略的．基于上述各种因素的影响，将在中研究
一类一捕两食且同时带有离散和分布时滞的扩散捕

食非自治的系统．

1 模型建模

文［12］考虑了食饵具有避难所对系统的影响，
研究了如下的一类三种群具有离散时滞和扩散的自

治 Michaelis － menten功能性反应系统

x·1 = x1 ( t) a1 － a11x1 ( t) －
a12x2 ( t)

m12x2 ( t) + x1 ( t( ))
x·2 = x2 ( t () － a2 +

a21x1 ( t － τ1 )
m12x2 ( t － τ1 ) + x1 ( t － τ1 )

－
a23x3 ( t)

m23x3 ( t) + x2 ( t ))
x·3 = x3 ( t () － a3 +

a32x2 ( t － τ2 )
m23x2 ( t － τ2 ) + x2 ( t － τ2 )
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给出了系统一致持久和全局渐近稳定的充分

条件．
文［16］对 Lotka － Volterra 模型，考虑了只有一

个食饵具有避难所，研究了具有离散时滞和 Holling
Ⅱ类功能反应的非自治扩散系统

x·1 = x1 a1( t) － b1( t) x1 －
c1( t) y

1 + m( t) x1
－ β1( t) ∫

0

－τ
k1( s) x1( t + s) d( )s +

D1( t) ( x2 － x1)

x·2 = x2 a1( t) － b2( t) x2 － β2( t) ∫
0

－τ
k2( s) x2( t + s) d( )s + D1( t) ( x1 － x2)

y· = y a3( t) － b3( t) y －
c2( t) x1

1 + m( t) x1
－ β3( t) ∫

0

－τ
k3( s) y( t + s) d( )
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得到了该系统的持续生存和任意正解全局渐近

稳定的充分条件．
本文考虑一类基于比率的 Michaelis － menten

功能函数的一捕两食三种群且同时带有离散和分布

时滞的扩散捕食系统，只考虑一种食饵具有避难所，

捕食关系如图 1 所示．

x1（t） x2（t）

x3（t） x4（t）

D1（t）（x2-x1）

D2（t）（x1-x2）

Michaelis-menten型

图 1 Michaelis － menten型捕食与被捕食关系图

具体系统如下:

x·1( t) = x1( t [) a1( t) － b1( t) x1( t) －
c1( t) x3( t)

q1( t) x3( t) + x1( t)
－

β1( t) ∫
0

－τ
k1( s) x1( t + s) d ]s + D1( t) ( x2( t) － x1( t) )

x·2( t) = x2( t) a2( t) － b2( t) x2( t) － β2( t) ∫
0

－τ
k2( s) x2( t + s) d[ ]s +

D2( t) ( x1( t) － x2( t) )

x·3( t) = x3( t [) － a3( t) － b3( t) x3( t) +
c2( t) x1( t － τ)

q1( t) x3( t － τ) + x1( t － τ)
－

c3( t) x4( t)
q2( t) x4( t) + x3( t)

－ β3( t) ∫
0

－τ
k3( s) x3( t + s) d ]s

x·4( t) = x4( t [) － a4( t) － b4( t) x4( t) +
c4( t) x3( t － τ)

q2( t) x4( t － τ) + x3( t － τ)
－

β4( t) ∫
0

－τ
k4( s) x4( t + s) d ]
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
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( 1)
其中，x1 ( t) ，x2 ( t) 分别表示 t 时刻被捕食种群在第
一斑块和第二斑块中的密度，xi ( t) ( i = 3，4) 分别表
示 t时刻捕食者种群在第一斑块中的密度，而捕食
者种群被限制在第一斑块中不能扩散，被捕食种群

可以在两斑块之间迁移． x3 以 x1 为食，x4 以 x3 为
食，如此相继捕食，形成了一个生物食物链． ai ( t)
( i = 1，2，3，4) 表示种群的内禀增长率; bi ( t) ( i = 1，
2，3，4) 反映种群的密度制约因素; Di ( t) ( i = 1，2) 是
种群 x1 的扩散系数． ki ( s ) 是分段连续函数且

∫
0

－τ
ki ( s) ds = 1( i = 1，2，3，4) ．

从生态学意义上考虑，仅仅在 Ｒ4
+ = { ( x1，x2，

x3，x4 ) : xi≥0( i = 1，2，3，4 ) } 内考虑系统( 1 ) ． 假定
系统( 1) 的初始条件，xi ( s) = Φi ( s) ( i = 1，2，3，4 ) ．
对一切 s∈［－ τ，0］，Φi ( s) 是严格有界的正函数，即
( Φ1 ( s) ，Φ2 ( s) ，Φ3 ( s) ，Φ4 ( s) ) ∈C( ［－ τ，0］; Ｒ4

+ )

且

Φi ( s) ＞ 0，Φi ( 0) ＞ 0，( i = 1，2，3，4) ( 2)
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现在记

f m = sup
t∈［0，+ ∞ )
{ f( t) } ，f l = inf

t∈［0，+ ∞ )
{ f( t) }

其中 f为连续有界的正函数． 系统中 ai ( t) ，bi ( t) ，
βi ( t) ，ci ( t) ( i = 1，2，3，4) ，Di ( t) ( i = 1，2 ) ，q ( t) 是
连续有界的严格正函数．且满足
( x1 ( t) ，x2 ( t) ，x3 ( t) ，x4 ( t) ) ，T ＞ 0，t ＞ T，
xi ( t) ≤M1 ( i = 1，2) ，x3 ( t) ≤M2，x4 ( t) ≤M3

本文将对同时具有离散和分布时滞的且带有

Michaelis － menten 功能性反应的一捕两食三种群非
自治时滞扩散捕食系统( 1 ) 进行定性分析，讨论系
统解的有界性，一致持久性，以及其正解的全局稳

定性．

2 主要结果

2. 1 解的一致持久性
引理 1 设( x1 ( t) ，x2 ( t) ，x3 ( t) ，x4 ( t) ) 是系统

( 1) 满足初始条件( 2) 的任一正解，则存在一个 T ＞
0，使得当 t ＞ T 时，有 xi ( t) ≤M1 ( i = 1，2) ，x3 ( t) ≤
M2，x4 ( t) ≤M3 ．

其中 M1 ＞ max
am
1

bl
1
，
am
2

bl{ }
2
，M2 ＞

cm2
bl
3
，M3 ＞

cm4
bl
4
．

证明: 首先论证 x1 ( t) ，x2 ( t) 有界性．
现令 V( t) = max{ x1 ( t) ，x2 ( t) } ，对 V{ t} 关于系

统( 1) 求右上导数，有下面的结论成立:
( a) 如果 x1 ( t) ≥x2 ( t) ，且 x·1 ( t) ≥x·2 ( t) ，则有
D + V( t) = x·1 ( t) ≤x1 ( t) ［a

m
1 － bl

1 x1 ( t) ］ ( 3)
( b) 如果 x1 ( t) ＜ x2 ( t) ，且 x·1 ( t) ≤x·2 ( t) ，则有
D + V( t) = x·2 ( t) ≤x2 ( t) ［a

m
2 － bl

2 x2 ( t) ］ ( 4)
由式( 3) ，式( 4) 得
D + V( t) ≤xi ( t) ［a

m
i － bl

i xi ( t) ］，( i = 1，2) ( 5)
由式( 5 ) 对解的初始时刻的几种情况进行

讨论:

( Ⅰ) 如果 max { x1 ( 0 ) ，x2 ( 0 ) } ≤M1，根据式

( 5) 利用比较定理易证存在 t1 ＞ 0，使得
max{ x1 ( t) ，x2 ( t) }≤M1，( t ＞ t1 )

( Ⅱ) 如果 max{ x1 ( 0) ，x2 ( 0) } ＞ M1，下面有三

种情况需讨论:

( i) V( 0) = x1 ( 0) ＞M1，( x1 ( 0) ＞ x2 ( 0) ) ;
( ii) V( 0) = x2 ( 0) ＞M1，( x1 ( 0) ＜ x2 ( 0) ) ;
( iii) V( 0) = x1 ( 0) = x2 ( 0) ＞M1 ．

设 － γ = max
i = 1，2
{ M1 ( a

m
i － bl

i M1 ) } ，由 M1 的取值可

知 γ ＞ 0．

如果( i) 成立，由函数的连续性知，存在 ε ＞ 0，
对t∈［0，ε) ，有 x1 ( t) ＞ M1，再由 M1 的取值以及

式( 3) 可知
x1 ( t) ［a

m
1 － bl

1 x1 ( t) ］－M1［a
m
1 － bl

1 M1］=
［x1 ( t) －M1］［a

m
1 － bl

1 ( x1 ( t) +M1) ］＜ 0

因此 D + V( t) = x·1 ( t) ≤x1 ( t) ［a
m
1 － bl

1x1 ( t) ］≤
M1［a

m
1 － bl

1 M1］＜ － γ ＜ 0
如果( ii) 成立，同样存在 ε ＞ 0，对t∈［0，ε) ，

V( t) = x2 ( t) ＞M1，有

D + V( t) = x·2 ( t) ＜ － γ ＜ 0
如果( iii) 成立，与( i) ，( ii) 相似，同样可证得存

在 ε ＞ 0，对t∈［0，ε) 有
D + V( t) = x·i ( t) ＜ － γ ＜ 0，( i = 1，2)
由此可知，如果 V( 0) ＞M1，则 V( t) 在［0，ε) 上

是严格递减的，所以存在 t2 ＞0，当 t ＞ t2 时，有 V( t) =
max{ x1 ( t) ，x2 ( t) } ≤M1 ． 故知 xi ( t) ( i = 1，2 ) 是有
上界的．即当 t ＞ T1，T1 = max{ t1，t2 } 时，有 xi ( t) ≤
M1 ( i = 1，2) ．
同理可得 x3 ( t) ，x4 ( t) 是有上界的．即存在 M2 ＞

cm2
bl
3
，M3 ＞

cm4
bl
4
，t3 ＞0，t4 ＞0，当 t ＞ t3，t ＞ t4 时，有 x3 ( t) ≤

M2，x4 ( t) ≤M3 ．
取 T = max( t1，t2，t3，t4 ) ，当 t ＞ T时，系统( 1) 解

是有界的． 证毕．
定理 1 若系统( 1) 满足以下条件:

( H1 ) min al
1 －

cm1
ql
1
－ βm

1 M1，a
l
2 － β

m
2 M{ }1 ＞ 0，

( H2 )
cl2 m1

qm
1 M2 +M1

－
cm3
ql
2
－ am

3 － βm
3 M2 ＞ 0，

( H3 )
cl4 m2

qm
2 M3 +M2

－ am
4 － βm

4 M3 ＞ 0．

则系统( 1) 是一致持久的．
证明: 设{ x1 ( t) ，x2 ( t) ，x3 ( t) ，x4 ( t) } 是系统

( 1) 满足初始条件( 2) 的正解，由系统( 1 ) 和引理 1
知，当 t ＞ T时，

x·1( t) ≥x1( t () al1 － bm1 x1( t) －
cm1
ql1

－ βm1 M )1 + D1( t) ( x2( t) － x1( t) )

x·2( t) ≥x2( t) ( a
l
2 － bm2 x2( t) － β

m
2 M1) + D2( t) ( x1( t) － x2( t

{
) )

令 V( t) = min{ x1 ( t) ，x2 ( t) } ，对 V ( t) 关于式
( 1) 求右上导数得 D + V( t) ≥V( t) ( m*

1 － bm
* V( t) ) ，

其中 m*
1 = min al

1 －
cm1
ql
1
－ βm

1 M1，a
l
2 － β

m
2 M{ }1 ，b

m
* =

max{ bm
1，b

m
2 } ．
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类似于引理 1 的证明，存在 t5 ＞ 0，当 t ＞ t5 时，

V( t) ≥
m*

1

bm
*

=m1，从而有

xi ( t) ≥m1 ( i = 1，2) ( 6)
再由系统( 1) 的第三个方程得

x·3 ( t) ≥x3 ( t () cl2 m1

qm
1 M2 +M1

－
cm3
ql
2
－ am

3 － βm
3 M2 －

bm
3 x3 ( t ))

令 m2 =
cl2 m1

bm
3 ( q

m
1 M2 +M1 )

－
cm3

bm
3 ql

2
－
am
3 + βm

3 M2

bm
3
，

存在 t6 ＞ 0，当 t ＞ t6 时，得
x3 ( t) ≥m2 ( 7)

同理，令 m3 =
cl4 m2

bm
4 ( q

m
2 M3 +M2 )

－
am
4 + βm

4 M3

bm
4
，存

在 t7 ＞ 0，当 t ＞ t7 时，得
x4 ( t) ≥m3 ( 8)

由式( 6) ，式( 7) ，式( 8) 及引理 1 知，当 t ＞ max
{ T，t5，t6，t7 } 时，有
m1≤xi ( t) ≤M1，m2≤x3 ( t) ≤M2，m3≤x4 ( t) ≤M3

则系统( 1) 的解是一致持久的． 证毕．
3. 2 全局渐近稳定性
定理 2 若系统( 1) 满足( H1 ) ～ ( H3 ) 以及

( H4 ) b
l
1 － β

m
1 －

cm1 M2

( m1 + ql
1 m2 )

2 －
Dm

2

m1
－

cm2 M2

( ql
1 m2 +m1 )

2 ＞ 0，

( H5 ) b
l
2 － β

m
2 －

Dm
1

m1
＞ 0，

( H6 ) b
l
3 － β

m
3 －

cm3 M3

( ql
2m3 +m2 )

2 －
cm4 q

m
2 M3

( ql
2m3 +m2 )

2 ＞0，

( H7 ) b
l
4 － β

m
4 ＞ 0，

则系统( 1) 的一切正解是全局渐近稳定的．
证明: 设{ x1 ( t) ，x2 ( t) ，x3 ( t) ，x4 ( t) } 是系统

( 1) 的某个正解，{ u1 ( t) ，u2 ( t) ，u3 ( t) ，u4 ( t) }
是系统( 1) 的任一个满足初值条件( 2) 的正解．
构造 Liapunov泛函

V( t) = ∑
4

i =
[

1
| lnxi ( t) － lnui ( t) | +

βm
i ∫

0

－τ
ki ( s) ∫

t

t +s
| xi ( θ) － ui ( θ) | dθd ]s +

cm2 M2

( ql
1 m2 + m1 )

2∫
t

t －τ
| x1 ( θ) － u1 ( θ) | dθ +

cm4 qm
2 M3

( ql
2 m3 + m2 )

2∫
t

t －τ
| x3 ( θ) － u3 ( θ) | dθ

V( t) 沿系统( 1) 的正解计算的右上导数，有
D + ( t) ≤( bl1 － β

m
1 ) | x1 ( t) － u1 ( t) | － ( b

l
2 － β

m
2 ) | x2 ( t) －

u2 ( t) | +珟D1 ( t) +珟D2 ( t) (－ bl3 － β
m
3 －

cm3 M3

( ql2 m3 + m2 )
)2 | x3 ( t) － u3 ( t )) | －

( bl4 － β
m
4 ) | x4 ( t) － u4 ( t) ) | +

cm2 M2

( ql1 m2 + m1 )
2 | x1 ( t － τ) － u1 ( t － τ) | +

cm4 qm2 M3

( ql2 m3 + m2 )
2 | x3 ( t － τ) － u3 ( t － τ) | +

cm2 M2

( ql1 m2 + m1 )
2 | x1 ( t) － u1 ( t) | －

cm2 M2

( ql1 m2 + m1 )
2 | x1 ( t － τ) － u1 ( t － τ) | +

cm4 qm2 M3

( ql2 m3 + m2 )
2 | x3 ( t) － u3 ( t) | －

cm4 qm2 M3

( ql2 m3 + m2 )
2 | x3 ( t － τ) － u3 ( t － τ) |≤

－ m( bl2 － β
m
2 ) | x2 ( t) － u2 ( t) | +珟D1 ( t) +珟D2 ( t)

(
－

bl3 － β
m
3 －

cm3 M3

( ql2 m3 + m2 )
2 －

cm4 qm2 M3

( ql2 m3 + m2 )
)2 | x3 ( t) － u3 ( t )) | －

( bl4 － β
m
4 ) | x4 ( t) － u4 ( t) ) | ( 9)

珟D1 ( t) = D1 ( t)
x2 ( t)
x1 ( t)

－
u2 ( t)
u1 ( t)

sign( x1 ( t) － u1 ( t) )

珟D2 ( t) = D2 ( t)
x1 ( t)
x2 ( t)

－
u1 ( t)
u2 ( t)

sign( x2 ( t) － u2 ( t) )

下面根据引理 2 可分 3 种情况来讨论珟D1 ( t) ．

1) 当 x1 ( t) ＞ u1 ( t) 时，珟D1 ( t) ≤
D1 ( t)
u1 ( t)

| x2 ( t) －

u2 ( t) |≤
Dm

1

m1
| x2 ( t) － u2 ( t) | ;

2) 当 x1 ( t) ＜ u1 ( t) 时，珟D2 ( t) ≤
D1 ( t)
x1 ( t)

| u2 ( t) －

x2 ( t) |≤
Dm

1

m1
| x2 ( t) － u2 ( t) | ;

3) 当 x1 ( t) = u1 ( t) 时，珟D1 ( t) =
D1 ( t)
x1 ( t)

| x2 ( t) －

u2 ( t) |≤
Dm

1

m1
| x2 ( t) － u2 ( t) | ．

综上所得

珟D1 ( t) ≤
Dm

1

m1
| x2 ( t) － u2 ( t) | ( 10)
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现同样对珟D2 ( t) 分析可知 珟D2 ( t) ≤
Dm

2

m1
| x1 ( t) －

u1 ( t) | ( 11)
将式( 10) ，式( 11) 代入式( 9) ，得

D + V( t) ≤( bl
1 － β

m
1 －

cm1 M2

( m1 + ql
1m2 )

2 －
Dm

2

m1
－

cm2 M2

( ql
1m2 +m1 )

2 ) | x1 ( t) － u1 ( t) | －

| ( bl
2 － β

m
2 －

Dm
1

m1
) | x2 ( t) － u2 ( t)

(
| －

bl
3 － β

m
3 －

cm3 M3

( ql
2m3 +m2 )

2 －

cm4 q
m
2 M3

( ql
2m3 +m2 )

)2 | x3 ( t) － u3 ( t) ) | －

( bl
4 － β

m
4 ) | x4 ( t) － u4 ( t) ) |

由( H4) ～ ( H7) 知，b
l
1 － β

m
1 －

cm1 M2

( m1 + q
l
1 m2)

2 －
Dm

2

m1
－

cm2 M2

( ql
1 m2 +m1 )

2 ＞ 0，b
l
4 － β

m
4 ＞ 0

bl
2 － β

m
2 －

Dm
1

m1
＞ 0，bl

3 － β
m
3 －

cm3 M3

( ql
2 m3 +m2 )

2 －

cm4 qm
2 M3

( ql
2 m3 +m2 )

2 ＞ 0

μ = min{ bl
1 － β

m
1 －

cm1 M2

( m1 + q11m2 )
2 －

Dm
2

m1
－

cm2 M2

( ql
1m2 +m1 )

2，b
l
2 － β

m
2 －

Dm
1

m1

令

bl
3 － β

m
3 －

cm3 M3

( ql
2m3 +m2 )

2 －
cm4 q

m
2 M3

( ql
2m3 +m2 )

2，b
l
4 － β

m
4 } ＞ 0

D+ V( t) ≤－ μ∑
4

i = 1
| xi ( t) － ui ( t) | ( 12)

将式( 12) 两端从 t* 到 t积分有，当 t ＞ t* ( t* ＞
0) 时

V( t) + μ∫
t

t*
∑
4

i = 1
| xi ( s) － ui ( s) | ds≤ V( t* ) ＜ + ∞

所以∑
4

i = 1
| xi ( t) － ui ( t) |∈ L1 ( t* ，+ ∞ )

从而

lim
t→+∞

sup∫
t

t*
∑
4

i = 1
| xi ( s) － ui ( s) | ds≤

V( t* )
μ

＜ ∞

由引理 1 及 Barbalart引理［18］，可知
可知 lim

t→ + ∞
| xi ( t) － ui ( t) | = 0，( i = 1，2，3，4)

可得系统( 1 ) 的任何正解是全局渐近稳定的．
证毕．
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