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一类随机积分 －微分方程的均方渐近概周期解
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摘 要:随机微分方程是在解决某些具有随机现象建立起来的一类方程，其中随机微分方程的

均方渐近概周期解相比于均方概周期解应用更加广泛．为了研究均方渐近概周期过程在随机微分
方程中的应用，利用均方渐近概周期函数的相关性质以及 Banach不动点原理讨论了一类随机积分
－微分方程均方渐近概周期解的存在性和唯一性．
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Abstract: Stochastic differential equation is established by solving some stochastic phenomenon． Square-mean
asymptotically almost periodic solutions of the equations are used more widely than square-mean almost periodic so-
lutions． In order to study the applications of square-mean asymptotically almost periodic processes in the stochastic
differential equations，the existence and uniqueness of square-mean asymptotically almost periodic solutions to a
class of stochastic integro-differential equations are discussed using the properties of square-mean asymptotically al-
most periodic functions and Banach fixed point theorem．
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概周期函数理论是丹麦数学家 H． Bohr 于 1925
－ 1926 年间提出并建立的［1 － 2］，全体概周期函数构

成的空间是周期函数的完备化空间． 经过 BOCH-
NEＲ、NEUMANN、STEPANOV等人的研究［3 － 5］，概周

期函数理论发展到了一个全新的高度． 近些年有很
多文献将概周期型函数理论应用到了某些微分方程

中，讨论了概周期型解的存在唯一性［6 － 10］． 随机过
程的概周期理论最早是由 Slutsky 在文献［11］中提
出的．近些年，美国数学家 BEZANDＲY与 DIAGANA

分别对一类半线性随机泛函微分方程和双曲型随机

微分方程的均方概周期解的存在性进行了研

究［12 － 15］，这些研究成果在诸多方面被引用和推

广［16 － 18］． 2010 年，BEZANDＲY和 DIAGANA编著了
《概周期随机过程》［19］一书，对这种过程进行了详
细介绍．
文［20］中作者研究了一类随机积分 －微分方

程的均方概周期解，方程如下:
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dx( t) = Ax( t) + a∫
t

－∞
e －b( t －s) Ax( s) d( )s dt +

f( t，x( t) ) dt + g( t，x( t) ) dW( t) ( 1)
本文将研究方程( 1) 的均方渐近概周期解的存

在性和唯一性问题．

2 预备知识

本文( Ω，F，P) 表示完备的概率空间． ( J，‖·‖J ) ，

( H，‖·‖) 表示两个可分的Banach空间，L2 ( J，H) 是
指所有 J→ H 上所有线性算子的全体并赋予范数
‖·‖2 ．假定{ W( t) ，t∈ Ｒ} 是一个在( Ω，F，P) 上的
Ft － 可测 Q － Wiener 过程，其中 Ft = σ{ W( s) ，
s≤ t} ． L2 ( Ω，H) 表示一类强可测的均方可积的随
机过程的全体．易知 L2 ( Ω，H) 是一个 Banach空间，
其中范数定义为‖X‖L2( Ω，H) = ( E‖X‖2 ) 1 /2，这里

E( h) = ∫Ωh( ω) dP( ω) ．
定义 1 一个连续的随机过程 X: Ｒ→L2 ( Ω，H)

被称作是均方概周期的，是指如果对任意 ε ＞ 0，存
在一个数 l( ε) ＞ 0 使得任意长度为 l( ε) 的区间至
少包含一个 τ使得:

sup
t∈Ｒ

E‖X( t + τ) － X( t) ‖2 ＜ ε

所有均方概周期随机过程的全体记为 AP ( Ｒ，
L2 ( Ω，H) ) ．
定义 2 一个连续的随机过程 X: Ｒ→L2 ( Ω，H)

被称作是均方渐近概周期的，是指如果对 X 能写成
X = g + φ，其中

g∈AP( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ，φ∈SMC0

SMC0 = { h: Ｒ→L2 ( Ω，H) | h 是连续的，且 lim
t→∞

E

‖h( t) ‖2 = 0} ，均方渐近概周期随机过程的全体记
为 AAP( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ．
定义 3 一个联合连续函数 f: Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) →

L2 ( Ω，H2 ) ，( t，y) →f( t，y) 关于 t∈Ｒ 被称作是均方
概周期的且对于 y∈Δ 一致成立 ( 其中 ΔL2 ( Ω，
H1 ) 是紧的) ，是指如果对于任意的 ε ＞ 0，存在一个
l( ε，Δ) ＞ 0，使得任意长度为 l( ε，Δ) ＞ 0 的区间至
少包含一个 τ，满足:

sup
t∈Ｒ

E‖f( t + τ，y) － f( t，y) ‖2
2 ＜ ε

定义 4 一个联合连续函数 f: Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) →
L2 ( Ω，H2 ) ，( t，y) →f( t，y) 关于 t∈Ｒ 被称作是均方
渐近概周期的且对于 y∈Δ 一致成立 ( 其中 Δ
L2 ( Ω，H1 ) 是紧的) ，是指如果有:

f = g + φ，g∈AP ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L
2 ( Ω，H2 ) ) ，

φ∈SMC0 ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L
2 ( Ω，H2 ) ) ．

定理 1［15］ 若联合连续函数 f: Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) →
L2 ( Ω，H2 ) ，( t，y) →f( t，y) 关于 t∈Ｒ 是均方概周期
的且对于 y∈Δ 一致成立( 其中 ΔL2 ( Ω，H1 ) 是紧

的) ，且 f满足 Lipschitz条件: E‖f( t，y) － f( t，z) ‖2
2≤

KE‖y － z‖2
1，y，z∈L2 ( Ω，H1 ) ，t∈Ｒ，常数 K ＞ 0． 则

对于任意均方概周期随机过程 θ: Ｒ→L2 ( Ω，H1 ) ，都

有 t→f( t，θ( t) ) 是均方概周期随机过程．
定理 2 若联合连续函数 f: Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) →

L2 ( Ω，H2 ) ，( t，y) →f( t，y) 关于 t∈Ｒ是均方渐近概周
期的且对于 y∈Δ一致成立( 其中 ΔL2 ( Ω，H1 ) 是紧

的) ，且 f满足 Lipschitz条件: E‖f( t，y) － f( t，z) ‖2
2≤

K1E‖y － z‖2
1，y，z∈L2 ( Ω，H1 ) ，t∈Ｒ，常数 K1 ＞ 0．

则对于任意均方渐近概周期随机过程 θ: Ｒ→L2 ( Ω，
H1 ) ，都有 t→ f ( t，θ ( t) ) 是均方渐近概周期随机
过程．
证明:由 f∈AAP ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L

2 ( Ω，H2 ) ) ，

有 f = g + h，其中
g∈AP ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L

2 ( Ω，H2 ) ) ，h∈SMC0

( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L
2 ( Ω，H2 ) )

同理由 θ∈AAP ( Ｒ，L2 ( Ω，H1 ) ) 有 θ = θ1 + θ2，
其中

θ1∈AP ( Ｒ，L2 ( Ω，H1 ) ) ，θ2∈SMC0 ( Ｒ，L
2 ( Ω，

H1 ) )

从而 f( t，θ( t) ) 可表示为
f( t，θ( t) ) = g( t，θ1 ( t) ) + f( t，θ( t) ) －

g( t，θ1 ( t) ) = g( t，θ1 ( t) ) +
f( t，θ( t) ) － f( t，θ1 ( t) ) + h( t，θ1 ( t) )

由定理 1 可知: g ( t，θ1 ( t) ) ∈AP ( Ｒ × L2 ( Ω，
H1 ) ，L

2 ( Ω，H2 ) ) ，即 g( t，θ1 ( t) ) 是均方概周期随机
过程．
以下考虑 f ( t，θ ( t) ) － f ( t，θ1 ( t) ) ，由已知条

件得:

lim
t→∞

E‖f( t，θ( t) ) － f( t，θ1( t) )‖
2≤lim

t→∞
K1E‖θ －θ1‖

2 =

K1 limt→∞
E‖θ2 ( t) ‖

2 = 0

由上述可知 f ( t，θ ( t) ) － f ( t，θ1 ( t) ) ∈SMC0

( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L
2 ( Ω，H2 ) ) 成立．

最后考虑 h( t，θ1 ( t) ) ．令 A = θ1 ( Ｒ) ，则 A 是紧
的，因此对任意 ε ＞ 0，存在 x1，x2，… xm∈A 使得

θ1 ( Ｒ) ∪
m

i = 1
( xi，ε /2K1 ) ．
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Bi = { t∈Ｒ: θ1 ( t) ∈B( xi，ε /2K1 ) } ，1≤i≤m
由不等式( a + b) 2≤2a2 + 2b2、定理 1 及上述紧

集性质得到:

E‖h( t，θ1 ( t) )‖
2 = E‖h( t，θ1 ( t) ) － h( t，xi ) +

h( t，xi )‖
2≤2E‖h( t，θ1 ( t) ) －

h( t，xi ) ‖
2 + 2E‖h( t，xi )‖

2≤
2K1E‖θ1 ( t) － xi‖

2 +
2E‖h( t，xi )‖

2

由此得:当 t→∞时，E‖h( t，θ1 ( t) ) ‖
2→0，这就证

明了 h( t，θ1 ( t) ) ∈SMC0 ． 综上所述，f ( t，θ ( t) ) ∈
AAP( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，L

2 ( Ω，H2 ) ) ，即 f( t，θ( t) ) 是均
方渐近概周期随机过程．

3 主要结论

这一部分将研究方程( 1)

dx( t) = Ax( t) + a∫
t

－∞
e －b( t －s) Ax( s) d( )s dt +

f( t，x( t) ) dt + g( t，x( t) ) dW( t) ，t∈ Ｒ
的均方渐近概周期解的存在唯一性，其中 a，b 为常
数．其中 A 是一个具有指数稳定增长的 c0 半群
{ T( t) } t≥0 的无穷小生成元，因此存在常数 M ＞ 1，
δ ＞ 0 满足:‖T( t) ‖≤Me －δt ( t ＞ 0) ．
根据文［20］可知，方程解的形式为

x( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s，x( s) ) ds +

∫
t

－∞
T( t － s) g( s，x( s) ) dW( s) ，t∈ Ｒ ( 2)

定理 3 若方程( 1) 满足以下的假设:
( H1) 联合连续函数 f∈AAP ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，

L2 ( Ω，H2 ) ) 且满足 Lipchitz条件:
E‖f( t，y) － f( t，z) ‖2≤KfE‖y － z‖2

对于 y，z∈Δ，ΔL2 ( Ω，H ) 成立，其中 Kf 为

常数;

( H2) 联合连续函数 g∈AAP ( Ｒ × L2 ( Ω，H1 ) ，

L2 ( Ω，H2 ) ) 且满足 Lipchitz条件:
E‖g( t，y) － f( t，z) ‖2≤KgE‖y － z‖2

对于 y，z∈Δ，ΔL2 ( Ω，H) 成立，其中 Kg 为

常数;

( H3)
M2 ( Kf + Kg )

δ
＜ 1．

则方程( 1) 存在唯一的均方渐近概周期解．
证明:因为方程( 1 ) 解的形式为式( 2 ) ，所以只

需研究式( 2 ) 定义的函数 x ( t) 的均方渐近概周期

性．记

x( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s，x( s) ) ds +

∫
t

－∞
T( t － s) g( s，x( s) ) dW( s) =

( Sfx) ( t) + ( Sgx) ( t) ( 3)
先证明( Sfx) ( t) 是均方渐近概周期的，根据定理 2
可知，只需证明

F( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s) ds

是均方渐近概周期的，其中 f 是均方渐近概周期过
程．令: f = g + φ，g、φ分别是 f的概周期分量和 SMC0

分量，则有:

F( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) g( s) ds +

∫
t

－∞
T( t － s) φ( s) ds = F1 ( t) + F2 ( t)

由文［20］知 F1 ( t) 是均方概周期随机过程．以下证
明 F2 ( t) ∈SMC0 ．
应用 Holder不等式、Fubini定理，得到:

E‖F2 ( t) ‖
2 = E‖∫

t

－∞
T( t － s) φ( s) ds‖2 ≤

E ∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds∫

t

－∞
‖φ( s) ‖2d{ }s ≤

∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds ∫

t

－∞
E‖φ( s) ‖2d{ }s ( 4)

因为 φ∈SMC0，所以对任意 ε ＞ 0，存在 M ＞ 0，当 t∈
Ｒ \［－M，M］，即 | t | ＞M时有 E‖φ( t) ‖2 ＜ ε成立．
由‖T( t) ‖≤Me － δt得 ‖T( t) ‖≤Me － δt→0，t→∞ ．
因此对于上述的 ε，存在 M' ＞ 0，当 t ＞ M' 时
有‖T( t) ‖≤ε．
令 N =M +M'
1) 当 t ＜ － N时，式( 4) 可化为

∫
t

－∞
‖T( t － s)‖2ds ∫

t

－∞
E‖φ( s)‖2d{ }s ≤

M2

2δ∫
t

－∞
E‖φ( s)‖2ds ＜ M2

2δε

由 ε的任意性可知: lim
t→∞

E‖F2( t)‖
2 =0．

2)当 t ＞N时，式( 4)可化为

∫
t

－∞
‖T( t － s)‖2ds ∫

t

－∞
E‖φ( s)‖2d{ }s ≤

∫
－M

－∞
‖T( t － s)‖2ds ∫

－M

－∞
E‖φ( s)‖2d{ }s +

∫
M

－M
‖T( t － s)‖2ds ∫

M

－M
E‖φ( s)‖2d{ }s +

∫
∞

M
‖T( t － s)‖2ds ∫

∞

M
E‖φ( s)‖2d{ }s =
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I1 + I2 + I3
易知 I1 ＜ ε成立，事实上 I1 的积分区间与式( 1)中

的积分区间类似，两者均可保证 E‖φ( t) ‖2 ＜ ε条件
成立，故易知 I1 ＜ ε．
对于 I2，由于 t ＞ N =M +M'，－M ＜ s ＜M，则由此

可知 t － s ＞M'成立，得到‖T( t － s) ‖ ＜ ε 成立，由此
可知:

I2 = ∫
M

－M
‖T( t － s)‖2ds ∫

M

－M
E‖φ( s)‖2d{ }s ＜

ε2∫
M

－M
E‖φ( s)‖2ds

因为‖φ( s)‖是有界的，故而∫
M

－M
E‖φ( s)‖2ds有界，

由此得到 I2 ＜ ε成立．
I3 的积分区间完全在 Ｒ \［－ M，M］上，显然

E‖φ( t)‖2 ＜ ε的，故有: I3 ＜ ε．

综合 I1、I2、I3，根据ε的任意性可知: limt→∞
E‖F2( t)‖

2 =

0．由以上 1) 、2) 可知 F2∈SMC0 ( Ｒ，L
2 ( Ω，H) ) ．

由此得到 F( t) ∈AAP( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ，根据定理
2 知，式( 3) 中( Sfx) ( t) 分量是均方渐近概周期的，

即( Sfx) ( t) ∈AAP( Ｒ × L2 ( Ω，H) ，L2 ( Ω，H) ) ．
其次，给出( Sgx) ( t) 是均方渐近概周期过程的

证明，只需证:

G( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) g( s) dW( s)

是均方渐近概周期的．由 g是均方渐近概周期过程，
可令 g = g1 + φ1，g1、φ1 分别是 g 的概周期分量和
SMC0 分量．从而可得到:

G( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) g1 ( s) dW( s) +

∫
t

－∞
T( t － s) φ1 ( s) dW( s) =

G1 ( t) + G2 ( t)
文［20］中已证明 G1 ( t) 是概周期随机过程，因此仅
需证明 G2 ( t) ∈SMC0 即可．

E‖G2 ( t)‖
2 = E‖∫

t

－∞
T( t － s) φ1 ( s) dW( s)‖

2≤

E ∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds∫

t

－∞
‖φ1 ( s) ‖

2d{ }s ≤

∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds ∫

t

－∞
E‖φ1 ( s) ‖

2d{ }s
类似证明 F2 ( t) 是 SMC0 分量的过程，易知limt→∞

E

‖G2 ( t) ‖
2 = 0，因此有 G( t) ∈AAP( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ．

根据定理 2 知 ( Sgx ) ( t ) 是均方渐近概周期随机
过程．

综合上述 ( Sfx) ( t) ，( Sgx) ( t) 的证明，得到式
( 3) 定义的 x( t) 是均方渐近概周期的，即方程( 1) 存
在均方渐近概周期解．
最后证明方程 ( 1 ) 具有唯一的均方渐近概周

期解．
令 y，z∈AAP( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ，定义两个映射:

∏Y( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s，y( s) ) ds +

∫
t

－∞
T( t － s) g( s，y( s) ) dW( s) =

( Sfy) ( t) + ( Sgy) ( t) ( 5)

∏Z( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s，z( s) ) ds +

∫
t

－∞
T( t － s) g( s，z( s) ) dW( s) =

( Sfz) ( t) + ( Sgz) ( t) ( 6)
通过 Holder不等式，Fubini 定理和假设( H1) ，

得到:

E‖( Sfy) ( t) － ( Sfz) ( t) ‖
2 =

E‖∫
t

－∞
T( t － s) ［f( s，y( s) ) － f( s，z( s) ) ］ds‖2≤

{E ∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds∫

t

－∞
‖f( s，y( s) ) －

f( s，z( s) ) ‖2d }s ≤ ∫
t

－∞
［Me －δ( t －s)］2d( )s ×

∫
t

－∞
E‖f( s，y( s) ) － f( s，z( s) ) ‖2ds≤

M2

2δ
Kf supt∈Ｒ

E‖y － z‖2 ( 7)

根据上述证明过程和假设( H2) 有:
E‖( Sgy) ( t) － ( Sgz) ( t) ‖

2 =

E‖∫
t

－∞
g( t － s) ［f( s，y( s) ) － g( s，z( s) ) ］dW( s)‖2≤

{E ∫
t

－∞
‖T( t － s) ‖2ds∫

t

－∞
‖g( s，y( s) ) －

g( s，z( s) ) ‖2d }s ≤ ( ∫
t

－∞
［Me －δ( t －s)］2 ) ds) ×

∫
t

－∞
E‖g( s，y( s) ) － g( s，z( s) ) ‖2ds≤

M2

2δ
Kg supt∈Ｒ

E‖y － z‖2 ( 8)

利用式( 7) 、( 8) 和不等式( a + b) 2≤2 ( a2 + b2 )
得到:

E‖∏Y( t) －∏Z( t) ‖2 = E‖( Sfy) ( t) +
( Sgy) ( t) － ( Sfz) ( t) － ( Sgz) ( t) ‖

2≤
2E‖( Sfy) ( t) － ( Sfz) ( t) ‖

2 + 2E‖( Sgy) ( t) －

( Sgz) ( t) ‖
2≤M2

δ
Kf supt∈Ｒ

E‖y － z‖2 +
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M2

δ
Kg supt∈Ｒ

E‖y － z‖2 =

M2

δ
( Kf + Kg ) supt∈Ｒ

E‖y － z‖2

由( H3) 可知:
M2 ( Kf + Kg )

δ
＜ 1，结合式( 2) 的均

方渐近概周期性知，∏是从 AAP ( Ｒ，L2 ( Ω，H1 ) ) 到

自身的一个压缩映射，根据 Banach 不动点原理可
知:∏有唯一的不动点 x ( t) ∈AAP ( Ｒ，L2 ( Ω，H) ) ，
且满足方程( 1) ．
综上所述，方程 ( 1 ) 存在唯一的均方渐近概周

期解．
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