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一类具有非线性接触率的 SEIＲ传染病模型
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摘 要:考虑了染病者的非线性接触率及潜伏者存在因素的影响，建立了一类 SEIＲ 传染病模
型．利用 Lasalle不变性原理，自治收敛定理证明了无病平衡点及地方病平衡点的全局渐近稳定性，
给出了模型分支存在充分条件，并通过数值模拟验证了结论的正确性．
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0 引 言

传染病一直与人类的健康和社会发展息息相

关，应用传染病动力学模型研究疾病传播规律一直

是人们关注课题．传染病模型是根据发病机理建立
起来的诸如 SIＲ，SEIＲ，SEIＲS 等模型，其中接触率
多被描述成双线性接触率 βSI 形式［1 － 4］． 随着对疾
病传播方式的深入了解及流行病学者的统计数据分

析，疾病传播方式采用非线性接触率的研究疾病变

化规律更符合实际问题，模型的结果更有一般性．根
据传染特征不同非线性接触率有多种形式，如

βSpIq，饱和发生率． CAPASSO 等提出了某些烈性疾
病( 如霍乱，狂犬病) 的发生率与生存环境等因素有

关，用非线性接触率描述疾病传播过程更符合实际

的［5］．文［6 － 9］研究了具有非线性接触率的传染病
模型的全局动力学性质，给出无病平衡点与地方病

平衡点全局稳定性充分条件，讨论了模型的分支问

题．许多传染病具有潜伏期( 如乙肝，肺结核) ，在此
期间感染者症状不明显，不能忽略这类人群对疾病

的传播效应，文［10 － 11］研究带有非线性接触率的
SEIS，SEIV传染病模型的稳定性问题，通过分析无病
平衡点与地方病平衡点的全局渐近稳定性的充分条

件，给出了易感者及染病者最终变化趋势．本文兼顾



了两方面的特征，在已有的具有双线性发生率 SIＲ模
型基础上，建立了具有非线性接触率 βSI( 1 + αI) 和
潜伏期的 SEIＲ传染病模型，研究模型的动力学性质．

1 模型的建立

KOＲOBEINIKOV 研究了带有非线性发生率
f( S，I) 的 SIＲ，SIＲS 传染病模型，没有考虑潜伏者
人群对疾病的影响，给出模型基本再生数和全局渐

近稳定的条件．在此模型基础上，考虑人口为常数输
入，有因病死亡因素，潜伏者存在，非线性接触率具

有形式 βSI ( 1 + αI ) 的，建立了如下 SEIＲ 传染病
模型

S'( t) = Λ － βSI( 1 + αI) － μS，
E'( t) = βSI( 1 + αI) － ( θ + μ) E，
I'( t) = θE － ( δ + μ + d) I，
Ｒ'( t) = δI － μＲ










，

( 1)

其中: S( t) ，E( t) ，I( t) ，Ｒ( t) 分别表示 t时刻的易感
者、潜伏者、染病者、康复者; Λ表示人口的输入率; β
表示接触率; μ表示自然死亡率; θ 表示从潜伏者到
染病者的染病率 ( 1 /θ 表示潜伏期) ; δ 表示从染病
者到康复者的治愈率; d表示因病死亡率;并且假设
Λ，α，β，μ，θ，δ，d 都是正常数． N = S + E + I + Ｒ 表示
总人口数．
由生态意义模型 ( 1 ) 将在 Ｒ4

+ 中研究． 将模型
( 1) 4 个方程相加得

N' = Λ － μN － dI≤Λ － μN，
则得到

lim
t→∞

supN≤Λ
μ
．

由于模型( 1) 的前 3 个方程与 Ｒ( t) 无关，因此
可以考虑如下模型

S'( t) = Λ － βSI( 1 + αI) － μS = f1，

E'( t) = βSI( 1 + αI) － ( θ + μ) E = f2，

I'( t) = θE － ( δ + μ + d) I = f3
}

，

( 2)

模型( 2) 的可行域为

D = ( S，E，I) ∈Ｒ3
+ : 0≤S + E + I +≤Λ{ }μ

是模型( 2) 的不变集．

2 主要结果

2. 1 平衡点存在性
模型( 2) 的平衡点满足下列方程

f1 = Λ － βSI( 1 + αI) － μS = 0，

f2 = βSI( 1 + αI) － ( θ + μ) E = 0，

f3 = θE － ( δ + μ + d) I = 0
}

，

( 3)

由式( 3) 的第 3 个方程得 E = ( δ + μ + d)
θ

I，将其

代入式( 3) 的第 2 个方程得

I βS( 1 + αI) － ( θ + μ) ( δ + μ + d)[ ]θ = 0． ( 4)

当 I = 0 时，由式 ( 3 ) 解得无病平衡点

P0 =
Λ
μ
，0，( )0 ．

当 I≠0 时，令 Ｒ0 = Λβθ
μ( θ + μ) ( δ + μ + d) ，由式

( 4) 得 S = ( θ + μ) ( δ + μ + d)
βθ( 1 + αI)

，

将其代入式( 3) 的第一个方程，解得如下关于 I
的一元二次方程

－ αβ
μ
I2 + α Ｒ0 －

β( )αμ I + ( Ｒ0 － 1) = 0， ( 5)

当 Ｒ0 ＞ 1 时，式( 5) 存在唯一正根

I* = μ
αβ α Ｒ0 －

β( )αμ +槡[ ]Δ ， ( 6)

其中 Δ = Ｒ0 －
β( )αμ

2

+ αβ
μ
( Ｒ0 － 1) ＞ 0．

进 而 得 到 E* = ( δ + μ + d)
θ

I* ，S* =

( θ + μ) ( δ + μ + d)
βθ( 1 + αI* )

，即模型 ( 2 ) 存在地方病平衡点

P* = ( S* ，E* ，I* ) ，则有如下定理 1．
定理 1 当 Ｒ0≤1 时，模型 ( 2 ) 的无病平衡点

P0
Λ
μ
，0，( )0 ，Ｒ0 ＞ 1 模型 ( 2 ) 存在地方病平衡

点 P* ．
2. 2 无病平衡点稳定性分析
定理 2 当 Ｒ0 ＜ 1 时，模型( 2) 的 P0 是局部稳

定的;当 Ｒ0 ＞ 1 时，P0 是不稳定的．
证明:模型( 2) 在 P0 点处的雅可比矩阵如下

J( P0，β) =

－ μ 0 － β Λ
μ

0 － ( θ + μ) β Λ
μ

0 θ － ( δ + μ + d













)

，

矩阵 J( P0，β) 对应的特征方程为
( － μ － λ) ［λ2 + ( θ + 2μ + σ + d) λ +
( θ + μ) ( σ + μ + d) ( 1 － Ｒ0) ］= 0， ( 7)

由一元二次方程根的性质知，当 Ｒ0 ＜ 1 时，式
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( 7) 特征根均为负，则 P0 是局部稳定的． 当 Ｒ0 ＞ 1
时，式( 7 ) 有一个正特征根，故 P0 是不稳定的．
证毕．

定理 3 当 Ｒ0 1 + αΛ( )μ = 1 时，无病平衡点 P0

是全局渐近稳定的．
证明:设 L = θE + ( θ + μ) I，将 L沿模型( 2) 求导

得

L' =［θβS( 1 + αI) － ( θ + μ) ( δ + μ + d) ］I≤

θβ Λ
μ

1 + αΛ( )μ － ( θ + μ) ( δ + μ + d[ ]) I =

( θ + μ) ( δ + μ + d) Ｒ0 1 + αΛ( )μ[ ]－ 1 I，

所以当 Ｒ0 1 + αΛ( )μ ≤1 时，L'≤0;若 I = 0，有L' = 0;

若 Ｒ0 1 + αΛ( )μ = 1，有 Ｒ0 ＜ 1，即 I = 0，因此，由 La-

salle不变性原理知，P0 点是全局渐近稳定．证毕．
2. 3 分支存在分析
微分方程

x' = f( x，β) ， ( 8)
其中 f: Ｒn × Ｒ→Ｒn，f∈C2 ( Ｒn × Ｒ) ，f( 0，β) ≡0， A
= Dxf( 0，β) ．
引理 1［12］ 若方程( 8) 的雅可比矩阵有一个零

特征根，其余特征根都有负实部且满足下列条件，则

1) 当 a ＞ 0，b ＞ 0 时，若 β ＜ 0 并且 | β |1，x = 0
是方程( 8) 局部渐近稳定平衡点; 若 0 ＜ β1，x = 0
是方程( 8) 不稳定平衡点．

2) 当 a ＜ 0，b ＜ 0 时，若 β ＜ 0 并且 | β |1，x = 0
是方程( 8) 不稳定平衡点;若 0 ＜ β1，x = 0 是方程
( 8) 局部渐近稳定平衡点．

3) 当 a ＞ 0，b ＜ 0 时，若 β ＜ 0 并且 | β |1，x = 0
是方程( 8) 不稳定平衡点;若 0 ＜ β1，x = 0 是方程
( 8) 局部渐近稳定平衡点．

4) 当 a ＜ 0，b ＞ 0 时，若 β ＜ 0 并且 | β |1，x = 0
是方程( 8) 局部渐近稳定平衡点; 若 0 ＜ β1，x = 0
是方程( 8) 不稳定平衡点．
其中

a = ∑
n

k，i，j = 1
vkwiwj

2 fk
xixj
( 0，β) ，

b = ∑
n

k，i = 1
vkwi

2 fk
xiβ
( 0，β) ．

其中: fk 表示方程 ( 8 ) 中第 k 个函数，W = ( w1，w2，

w3 )
T，V = ( v1，v2，v3 ) 分别为矩阵 A的零特征根对应
的右特征向量和左特征向量，那么方程( 8 ) 在平衡

点 x = 0 处的动力系统性质由 a，b决定．
当 a ＜ 0，b ＞ 0 时，在 x = 0 处出现的分支称为前

向分支;当 a ＞ 0，b ＞ 0 时，在 x = 0 处出现的分支称
为后向分支．
定理 4 当 μ ＞ β* 时，模型( 2) 在 P0 处产生后

向分支;当 μ ＜ β* 时，模型( 2 ) 在 P0 处产生前向分

支．其中 β* = μ( θ + μ) ( δ + μ + d)
Λθ

．

证明: 当 Ｒ0 = 1 时，有 β* = μ( θ +μ) ( δ +μ + d)
Λθ

．

由式 ( 7 ) 可解得模型 ( 2 ) 在 P0 点处雅可比矩阵

J( P0，β
* ) 对应特征方程的特征值为

λ1 = － μ，λ2 = － θ － δ － 2μ － d，λ3 = 0．
设 W = ( w1，w2，w3 )

T 是矩阵 J( P0，β
* ) 的右特

征向量，满足 J( P0，β
* ) W = 0，即有

－ μ 0 － ( θ + μ) ( δ + μ + d)
θ

0 － ( θ + μ) ( θ + μ) ( δ + μ + d)
θ

0 θ － ( δ + μ + d













)

w1

w2

w









3

= 0

解得

W = － ( θ + μ)
μ
，1， θ

δ + μ +[ ]d
T

． ( 9)

设 V =［v1，v2，v3］是矩阵 J( P0，β
* ) 的左特征向

量，满足 VJ( P0，β
* ) = 0，同理可解得

V = 0， δ + μ + d
δ + θ + 2μ + d，

( θ + μ) ( δ + μ + d)
θ( δ + θ + 2μ + d[ ]) ．

( 10)
由式( 3) 可计算模型( 2) 在无病平衡点 P0 处的

二次偏导数

2 f1
SI

= － β* ;
2 f1
I2

= － 2αβ* Λ
μ
;
2 f2
SI

= β* ，

2 f2
I2

= 2αβ* Λ
μ
;
2 f2
Iβ* = － Λ

μ
;
2 f2
Iβ* = Λ

μ









．

( 11)
其它的二次偏导数均为零．
由式( 9) 、式( 10) 及式( 11) 可以计算

a =2v1w1w3
2f1
SI

+ v1w
2
3
2f1
I2

+2v2w1w3
2f2
SI

+ v2w
2
3
2f1
I2

=

2( θ + μ)
μ( θ + δ + 2μ + d)

μ
β*( )－ 1 ，

b = 2v1w3
2 f1
Iβ
( P0，β

* ) + 2v2w3
2 f2
Iβ
( P0，β

* ) =

2Λ( δ + μ + d)
μ( θ + δ + 2μ + d) ．
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显然 b恒为正值; 由引理 1 可知，当 μ ＜ β* 时，

有 a ＜ 0，在 P0 处产生前向分支;当 μ ＞ β* 时，有 a ＞
0，在 P0 处产生后向分支．证毕．
2. 4 地方病平衡点全局稳定性的分析
考虑微分方程

x' = f( x) ． ( 12)
其中 f∈C'( D) ，DＲn．设 x( t，x0 ) 是方程( 12) 满足
条件 x0 的解．

设 x→H( x) 是一个
n[ ]2 ×

n[ ]2 矩阵函数，且对 x

∈D它是 C1 函数．假设H － 1 ( x) 存在且在 x∈K上是
连续的，K是一个紧的吸引集．令

A =HfH
－ 1 +HJ［2］H － 1，μ( A) = lim

h→0 +

‖I + hA‖ － 1
h

其中 Hf 是把矩阵 H的每一个元素 Hij沿 f的方向导

数
Hij

x
f =

dHij

dt ( 9)
取代得到的矩阵． μ ( A ) 是矩阵

Lozinskiľ 测度．

定义 q = lim
t→∞

sup sup
x0∈K

1
t ∫

t

0
μ( A( x( s，x0 ) ) ) ds．

引理 2［13］ 若 D是单连通区域，且有如下假设
( H1 ) 方程( 12)在 D内存在一个紧吸引集 KD;
( H2 ) 方程( 12)在D内存在唯一正平衡点 x* ∈D．
当 q ＜ 0 时，则方程( 12) 的唯一平衡点 x* 在 D

内是全局渐近稳定的．
定理 5 当 Ｒ0 ＞ 1 时，模型( 2) 是一致持久的．
证明: 由于 D 是模型 ( 2 ) 的正向不变子集． 并

且在 D 的边界D 上总存在唯一的无病平衡点 P0

Λ
μ
，0，( )0 ． 当 Ｒ0 ＞ 1 时，由定理 2 知，P0 是不稳定

的，P0 成为D 上的唯一最大的不变集 { Nα } α∈A =
{ P0 } ，从而

W + ( Nα ) ∩{ D: x∈D，d( x，D) ≤ε}∩D
o
=Φ

满足文［13］引理 3. 6. 3 的全部条件，故模型
( 2) 是一致持久的．证毕．
定理 6 当 Ｒ0 ＞ 1 时，模型( 2) 的地方病平衡点

P* 在 D的内部是全局渐近稳定的充分条件是 θ ＜

μ，β Λ
μ

1 + 2αΛ( )μ + δ + d≤βc( 1 + αc) + μ + θ．

证明:当 Ｒ0 ＞ 1 时，由定理 1 及定理 5 知，模型
( 2) 存在唯一的地方病平衡点 P* 及一个紧的吸引

集 KD

，因此满足引理 2 中的假设( H1 ) ，( H2 ) ．
模型( 2) 的雅可比矩阵为

J( P，β) =

－ μ － βI( 1 + αI) 0 － βS( 1 + 2αI)
βI( 1 + αI) － ( θ + μ) βS( 1 + 2αI)

0 θ － ( δ + μ + d









)
，

其中 P = ( S，E，I) ．
矩阵 J( P，β) 的二次复合矩阵为
J［2］ =

－ μ － βI( 1 + αI) － ( θ + μ) βS( 1 + 2αI) βS( 1 + 2αI)
θ － μ － βI( 1 + αI) － ( δ + μ + d) 0
0 βI( 1 + αI) － ( θ + μ) － ( δ + μ + d









)
，

选取下列函数

H( P) =H( S，E，I) = diag E
I ，

E
I ，

E{ }I ，

HfH
－ 1 = diag E'

E － I'
I ，

E'
E － I'

I ，
E'
E － I'{ }I ，

HJ［2］H － 1 = J［2］，
有

A =HfH
－ 1 +HJ［2］H － 1 =

A11 A12

A21 A[ ]
22

．

其中

A11 =
E'
E － I'

I － βI( 1 + αI) － θ － 2μ，

A12 =［βI( 1 + 2αI) ，βS( 1 + 2αI) ］，A21 =［θ，0］
T，

A22 =
E'
E － I'

I －μ － βI( 1 +αI) － ( δ +μ + d) 0

βI( 1 +αI) E'
E － I'

I － ( θ +μ) － ( δ +μ + d









)
，

令 ( u，v，w) 代表 Ｒ3 中的向量，其范数定义为

‖( u，v，w) ‖ = max{ | u |，| v |，|w | } ．
利用［13］中的估值方法可计算得 μ( A)

μ( A) ≤sup{ g1，g2 } ， ( 13)
其中 g1 = μ1 ( A11 ) + |A12 |，g2 = μ1 ( A22 ) + |A21 | ．

|A12 |和 | A21 |是相应于 l1 向量范数的矩阵范
数，μ1 是相应于 l1 范数的 Lozinskiľ 测度，有

μ1 ( A11 ) =
E'
E － I'

I － βI( 1 + αI) － θ － 2μ，

|A12 | = βS( 1 + 2αI) ，|A21 | = θ．
下面计算 μ1 ( A22 ) ．把 A22的每一列非对角线元

素取绝对值，然后加到相应列的对角线元素上得

A'22 =

E'
E － I'

I －2μ － δ － d 0

βI( 1 +αI) E'
E － I'

I －2μ － δ － d －









θ
，

取 A'22 的两个对角线元素的最大值即得
μ( A22 ) ，则
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μ1 ( A22 ) =max
E'
E － I'

I －2μ － δ － d{ ，

E'
E － I'

I －2μ － δ －d － }θ = E'
E － I'

I － 2μ － δ

－d，
从而由式( 13) 可得

g1 =
E'
E － I'

I － βI( 1 + αI) － θ － 2μ + βS( 1 + 2αI) ，

( 14)

g2 =
E'
E － I'

I － 2μ － δ － d + θ． ( 15)

由模型( 2) 得
I'
I = E

I θ － ( δ + μ + d) ． ( 16)

由定理 5 及式( 13) 、式( 14) 、式( 15) 可知

g1≤
E'
E － μ － θ － βc( 1 + αc) + δ + d + β Λ

μ
1 +2αΛ( )μ ，

( 17)

g2 =
E'
E － E

I θ + ( δ +μ +d) －2μ － δ －d +θ≤
E'
E －μ +θ ．

( 18)
由式( 13) 得

μ( A) ≤E'
E － ω， ( 19)

其中

ω = min μ － θ，θ + μ + βc( 1 + αc) － δ － d{ －

β Λ
μ

1 + 2αΛ( ) }μ ．

则模型( 2 ) 的解 ( S ( t) ，E ( t) ，I ( t) ) 对于初值
( S( 0) ，E( 0) ，I( 0) ) ∈D有

1
t ∫

t

0
μ( B) ds≤ 1

t ln
E( t)
E( 0) － ω，

当 θ ＜ μ和 β Λ
μ

1 + 2αΛ( )μ + δ + d≤βc( 1 + αc)

+ μ + θ时，则

q = lim
t→∞

sup sup
x0∈K

1
t ∫

t

0
μ( B( x( s，x0 ) ) ) ds≤－ ω≤ 0，

由引理 2 知，模型( 2) 的唯一地方病平衡点 P*

在 D内是全局稳定点．证毕．

3 数值模拟

取模型( 1) 中的参数为 β = 0. 18，μ = 0. 35，d =
0. 45，θ = 0. 01，δ = 0. 2． Λ = 0. 5，α = 0. 1．初值为 S =
2，E = 3，I = 1，Ｒ = 2 时，可计算出，Ｒ0 = 0. 06 ＜ 1，Ｒ0

1 + α Λ( )μ = 0. 25 ＜ 1． 由定理 3 知，无病平衡点 P0

( 15. 7，0，0，0) 是全局稳定的，模拟图见图 1．
取模型( 1) 中的参数为 Λ = 20，α = 10，μ = 0. 1，

d = 0. 2，δ = 0. 3，θ = 0. 05，初值为 S = 0. 05，E =
0. 02，I = 0. 03，可计算出 Ｒ0 = 1，β* = 0. 9，a =
35 996 ＞ 0，b = 36 000 ＞ 0，且有 μ ＞ β* ，由定理 4 知，
模型( 2) 在 P0 ( 200，0，0 ) 处产生后向分支，模拟图
见图 2．取模型( 2) 中 α = 100，其它参数取如图 2 中

的参数，a = － 329 ＜ 0，b = 320 ＞ 0，且有 μ ＜ β* ，由定

理 4 知，模型( 2) 在 P0 ( 200，0，0) 处产生前向分支，
模拟图见图 3． 其中实线表示平衡点 P* ，虚线表示

平衡点 P．

S（t）

E（t）

R（t）

I（t）

4.5
4

3.5
3

2.5
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1.5
1

0.5
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

图 1 无病平衡点 P0 的全局稳定性图
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图 2 后向分支图
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图 3 前向分支图
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取模型( 1) 中的参数为 Λ = 0. 7，β = 1，α = 0. 8，
μ = 0. 2，d = 0. 3，θ = 0. 1，δ = 0. 5，初值为 S = 2，E =
1，I = 3，Ｒ = 2． 计算 Ｒ0 = 1. 3 ＞ 1，由定理 5 知，模型
( 1) 是持久的，模拟图见 4．
取模型 ( 1 ) 中的参数为 Λ = 1. 5，β = 1，α =

0. 01，μ = 0. 2，d = 0. 3，θ = 0. 1，δ = 0. 5，初值为 S =
2，E = 1，I = 3，Ｒ = 2． 计算满足定理 6 条件 Ｒ0 = 2. 8
＞ 1，

θ ＜ μ，β Λ
μ

1 + 2αΛ( )μ + δ + d ＜ βc ( 1 + αc) + μ

+ θ
可知地方病平衡点 P* = ( 9. 2，4. 6，8. 3，7. 9 )

是全局渐近稳定的，模拟图见图 5．
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图 4 模型( 1)的持久性
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图 5 地方病平衡点 P* 的全局稳定性
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