
第 28 卷　 第 2 期

2023 年 4 月
　 哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报

JOURNAL OF HARBIN UNIVERSITY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
　

Vol. 28 No. 2
Apr. 2023

　 　 　 　 　 　
　 　 　 　

q-积三角模上的 Fuzzy 概率积分及其应用模型

王　 月,　 赵　 辉,　 乌伦华
(哈尔滨理工大学 理学院,哈尔滨 150080)

摘　 要:针对新设计的一对 q-Fuzzy 和算子,及 q-Fuzzy 积算子,证明满足 T 三角模与 S 三角模条件,接着定义

一种 k-模糊测度,并在 k-模糊测度空间下定义 q-Fuzzy 和概率积分;最后将 q-Fuzzy 和概率积分应用到医疗头盔性

能优化上;对医疗头盔性能优化过程中采用优序图法和改进的反熵权法计算权重;其次应用模糊概率积分和结合

最大概率原则对医疗头盔性能优化状态进行评估,并对评估结果进行排序;最后用模糊概率值得出的结果与模糊

综合评价法得到的结果进行对比,结果是完全一致,验证了提出的 q-Fuzzy 和概率积分法更加精炼准确,克服了模

糊综合评价结果的模糊性和辨识性。
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Q-Fuzzy Probability Integration on Triangular
Modulus and Its Application Model
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Abstract:For the newly designed pair of q-Fuzzy sum operators and q-Fuzzy product operators, it is proved that they meet the
conditions of T triangular modulus and S triangular modulus, and then a k-fuzzy measure is defined, and q-Fuzzy and probability
integral are defined under the k-fuzzy Measure space; finally, q-Fuzzy and probability integral are applied to the performance
optimization of medical helmets; the optimal sequence diagram method and improved anti-entropy weight method are used to calculate
the weights in the process of optimizing the performance of medical helmets. Subsequently, fuzzy probability integrals combined with
the principle of maximum probability are used to evaluate the performance optimization state of the medical helmet, and rank the
evaluation results. Finally, the results obtained by fuzzy probability value are compared with the result obtained by the fuzzy
comprehensive evaluation method, and the results are completely consistent. This validates the proposed q-Fuzzy and the probability
integral method are more refined and accurate, overcoming the fuzziness and identification of the fuzzy comprehensive evaluation results.
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0　 引　 言

模糊测度相比较经典测度仅仅摈弃了可加性,
保留了其单调性和连续性。 1974 年,SUGENO 在他

的博士论文中首次提出了模糊测度和模糊积分的概

念[1];1981 年赵怀汝等人将 Sugeno 模糊测度中的

“∧”代替为普通乘法“·”,并由此给出了(N)模糊

积分的定义,减少了信息的丢失[2];此后,张修文给

出了(T)模糊积分即用三角模“T”代替“∧”;1990



年外国学者伯纳德·德·贝茨说明了三角形规

范[3];2018 年,张慧等[4] 提出了具有三角函数型的

加法生成子生成一类具有特殊形式的连续的阿基米

德 t 模与 s 模,并在多决策过程中得到应用。 2014
年高淑环等[5]研究了模糊积分发展现状;2017 年曹

周斌等[6]引进了模糊集上的广义模糊积分的概念,
讨论了该积分的一些基本性质扩大了模糊积分的研

究范围; 2019 年张春琴等 [7]提出 Sugeno 测度定义

证明了在 Sugeno 空间下 一些收敛理论之间的关

系;2020 年一些外国学者定义了通用 Choquet 积

分,证明了伪(N)模糊积分,伪(S)模糊积分等之间

的联系[8];2021 年赵辉等[9]提出在可信测度空间下

的以积算子在模糊概率积分上的研究,扩大了模糊

概率积分的应用领域。
头盔最先用于军用,并在 60 年代中期到 70 年

代研制成功了第一代军用头盔 GK80 型钢盔[10],对
于头盔的性能、设计方面根据不同的情况具有不同

的要求,这样可以极大发挥头盔的作用,提高头盔的

性能;2002 年,Y. Ha 等[11] 在视空间下对头盔的性

能做出了分析并表明在改进的视空间下对头盔性能

分析更加准确;2011 年,张亚君等[12] 研制出了分布

式可控制医疗制冷头盔,解决了一些由于温度产生

的影响因素;2017 年,王彦杰等[13] 研制的芳纶针织

增强体头盔,表明耐热性,阻燃性能更好;2020 年,
文胡安等[14]提出了头盔疗法在位置头部畸形的治

疗疗法;同年,康永洪等[15] 并对人体开发头盔模具

进行了设计;2018 年,张征等[16] 提出了头盔式的吸

氧高压氧治疗法,并且在临床显示应用效果显著,
2017 年,胡一河等[17] 对一些慢性病的死亡率进行

了综合分析,结果表明一部分病人是由于慢性病导

致死亡率升高的;因此我们希望在未来有更多的慢

性疾病的患者将接受药物治疗,并解决在使用医疗

头盔时用自动代替手动旋转旋钮的困难,这样不仅

能提高了治疗速度,还能降低了成本,因此具有重要

的研究意义。
本文在已有的模糊测度、模糊算子及积分的有

关结论下,再构造出一对优化的三角模,即 q-Fuzzy
积算子、q-Fuzzy 和算子,定义了一种 k-模糊测度,并
在此条件下定义一种 q-Fuzzy 积概率积分,并对其相

关的性质、定理给出相应的结论与证明。 最后,将定

义的概率积分应用到医疗头盔性能优化问题中,通
过对模糊综合评价[18 - 20] 和权重方法的学习[21 - 22],
为克服传统模糊综合评价的缺陷,提出一种更优的

计算权重方法,优序图法和改进的反熵权法的组合

赋权法[23 - 24],来提高最终的性能优化评估精度,使
得医疗头盔的性能优化问题在其他领域中更具有研

究价值。

1　 预备知识

定义 1[4] 　 映射 T:[0,1] × [0,1] → [0,1],若
∀a,b,c,d ∈ [0,1] 满足下列条件:

1) 交换律:T(a,b) = T(b,a);
2) 结合律:T(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c);
3) 单调性:若 a≤ c,b≤ d⇒T(a,b) ≤T(c,d);
4) 边界条件:T(a,1) = a。
则称 T 为 T 三角模,也称为 T 范数。
定义2[4] 　 映射 S:[0,1] × [0,1] → [0,1],若

∀a,b,c,d ∈ [0,1] 满足下列条件:
1) 交换律:S(a,b) = S(b,a);
2) 结合律:S(a,S(b,c)) = S(S(a,b),c);
3) 单调性:若 a≤ c,b≤ d⇒S(a,b) ≤ S(c,d);
4) 边界条件:S(a,0) = a。
则称 S 为 S 三角模,也称为 S 范数。
定理1　 三角范算子T和 S是对偶算子,即∀a,

b ∈ [0,1]S(a,b) = 1 - T(1 - a,1 - b)。
定义 3[3] 　 X 为一非空集合,F 是由 X 子集构成

的σ - 代数,集函数 μ:F→[0,∞ ) 为(X,F) 上的一

个模糊测度当且仅当满足:
(Ⅰ)ϕ ∈ F 则 μ(ϕ) = 0;
(Ⅱ)(单调性)
A,B ∈ F,A ⊂ B⇒μ(A) ≤ μ(B);
(Ⅲ)(上连续性)

如果 A1 ⊃ A2 ⊃…⊃ An ⊃…,An ∈ F, ∩
∞

n = 1
An ∈

F,n = 1,2,…,且 ∃n0,使得 μ(An0) < ∞ 则

μ(∩
∞

n = 1
An) = lim

n→∞
μ(An)。

(Ⅳ)(下连续性)

如果 A1 ⊂ A2 ⊂…⊂ An ⊂…,An ∈ F, ∪
∞

n = 1
An ∈

F,n = 1,2,… 则 μ(∪
∞

n = 1
An) = lim

n→∞
μ(An)。

因此,当满足(Ⅰ),(Ⅱ),(Ⅲ) 时,则 μ 称为上

半连续模糊测度;当满足(Ⅰ),(Ⅱ),(Ⅳ) 时,则 μ
称为下半连续模糊测度。

称(X,F,μ) 为模糊测度空间,μ 是可测空间

(X,F) 上的模糊测度。
定义 4[5] 　 设 (X,F,μ) 是一模糊测度空间,

A ∈F,f 为可测函数,μ 为模糊测度,f 在 A 上关于 μ
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的 Sugeno 模糊积分∫
A
fdμ 定义为

(S)∫
A
fdμ = sup

α∈[0,∞ )
[α ∧ μ(Fα ∩ A)]。

定理 2　 设 A,f,f1,f2 ∈ F,则 Sugeno 积分满足

的性质如下:
1) 如果 μ(A) = 0,则对 ∀f ∈ F,

有(S)∫
A
fdμ = 0;

2) 如果(S)∫
A
fdμ = 0,则有 μ(A∩{x | f(x) >

0}) = 0;

3) 如果 f1 ≤ f2,则有(S)∫
A
f1dμ ≤ (S)∫

A
f2dμ;

4) 如果 A ⊂ B,则有(S)∫
A
fdμ ≤ (S)∫

B
fdμ;

5)(S)∫
A∩B

fdμ ≤ (S)∫
A
fdμ ∧ (S)∫

B
fdμ;

6)(S)∫
A∪B

fdμ ≥ (S)∫
A
fdμ ∨ (S)∫

B
fdμ;

7)∀a ∈ [0,∞ ),(S)∫
A
fdμ = a ∧ μ(A);

8)∀a∈[0,∞),(S)∫
A
(f + a)dμ≤(S)∫

A
fdμ +

(S)∫
A
adμ;

9)(S)∫
A
fdμ = (S) ∫fχ

A
dμ,其中 χA 是 A 的特征

函数;

10)(S)∫
A
(f1 ∧ f2)dμ≤(S)∫

A
f1dμ∧(S)∫

A
f2dμ;

11)(S)∫
A
(f1 ∨ f2)dμ≥(S)∫

A
f1dμ∨(S)∫

A
f2dμ。

2　 主要结论及证明

下面根据预备知识中 T 三角模和 S 三角模定

义,定义一种 q-Fuzzy 和算子及其对偶算子

定义5　 设映射 S:[0,1] × [0,1] → [0,1],对
于 ∀a,b ∈ [0,1],q ∈ ( - 1,0], 记 S(a,b) =
a + b - ab
1 - qab ,称 S 为 q-Fuzzy 和算子,简记为 a 􀱇 b 即

S(a,b) = a 􀱇 b。

注:0 ≤ a + b - ab
1 - qab ≤1。

定理3　 S(a,b) = a􀱇 b = a + b - ab
1 - qab 是[0,1]

上的 S模。其中 a,b∈[0,1],q∈( - 1,0]。∀a,b,c,
d ∈ [0,1],须满足 S 模中的 4 个基本条件:

证明:因为 S 模需要满足交换律、结合律、单调

性、边界性,所以证明如下:
1)∀a,b ∈ [0,1],有

a 􀱇 b = a + b - ab
1 - qab = b + a - ba

1 - qba = b 􀱇 a,

即 a 􀱇 b = b 􀱇 a;所以 S(a,b) = S(b,a)。

2)(a 􀱇 b) 􀱇 c = a 􀱇 b + c - (a 􀱇 b)c
1 - q(a 􀱇 b)c =

a + b + c - (ab + bc + ac)(1 - q)abc
1 - q(ab + ac + bc) + qabc = a􀱇(b􀱇c),

即(a 􀱇 b) 􀱇 c = a 􀱇 (b 􀱇 c);
则 S(S(a,b),c) = S(a,S(b,c))。
3)∀a1,b1,a2,b2 ∈ [0,1],q ∈ ( - 1,0],a1 ≤

a2,b1 ≤ b2,则 a1b1 ≤ a2b2,a1 + b1 ≤ a2 + b2,

故:
a1 + b1 - a1b1

1 - qa1b1
-
a2 + b2 - a2b2

1 - qa2b2
=

(a1 - a2)(1 + qb1b2) + (1 + qa1a2)(b1 - b2)
(1 - qa1b1)(1 - qa2b2)

≤

0,故有

a1 + b1 - a1b1

1 - qa1b1
≤

a2 + b2 - a2b2

1 - qa2b2
,

即 a1 􀱇 b1 ≤ a2 􀱇 b2,S(a,b) ≤ S(c,d)。

4)∀a ∈ [0,1],a 􀱇0 = a + 0
1 + 0 = a,

则 S(a,0) = a。
因此 􀱇 满足 S 模 4 个条件,故定义 1 构造的

q-Fuzzy 和算子 a 􀱇 b = a + b - ab
1 - qab 为 S 模。

下面根据 S 算子的对偶性给出 T 算子的定义。
定义6　 设映射 T:[0,1] × [0,1] → [0,1],对

∀a,b ∈ [0,1],q ∈ ( - 1,0], 记 T(a,b) =
ab - q(1 - a - b + ab)
1 - q(1 - a - b + ab) 称T为 q-Fuzzy积算子,简记

为 a 􀱋 b,即 T(a,b) = a 􀱋 b。

注: 0 ≤ ab - q(1 - a - b + ab)
1 - q(1 - a - b + ab) ≤ 1。

定理 4　 T(a,b) = a􀱋b = ab - q(1 - a - b + ab)
1 - q(1 - a - b + ab)

是[0,1] 上的T模。其中 a,b∈[0,1],q∈( - 1,0]。
∀a,b,c,d∈[0,1],须满足T模中的4个基本条件:

证明:因为 T 模需要满足交换律、结合律、单调

性、边界性。证明类似于定理 3。
注:q = 0时 S(a,b) = a + b - ab,T(a,b) = ab。

此时,算子退化为普通的数乘与加法运算。因此,对
于上述构造的 q-Fuzzy积算子和 q-Fuzzy和算子更具

灵活性,泛化能力较强。
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下面根据文[7] 和本文的需要,定义一种新的

模糊测度 k- 模糊测度。
定义7　 设X是非空集合,F由X的若干个经典

子集组成的 σ- 代数,集函数 μ:F → [0,1] 称为(X,
F) 的一个 k- 模糊测度,当且仅当满足下列条件:

1)ϕ 处为零,μ(ϕ) = 0;
2)∀A,B ∈ F,A ∩ B = ϕ;有

μ(A∪B) =
μ(A) + μ(B) - kμ(A)μ(B) - 1

2 μ(A)μ(B)

1 + kμ(A)μ(B) + 1
2 μ(A)μ(B)

,

k ∈ - 1
2 ,0[ ];

3) 上连续性

如果{An} ⊂F,An ⊃ An+1, ∩
∞

n = 1
An ∈F,且∃n0 使

得 μ(An0) < + ∞,则

μ(∩
∞

n = 1
An) = lim

n→∞
μ(An);

4) 下连续性

如果 {An} ⊂ F,An ⊂ An+1, ∪
∞

n = 1
An ∈ F, 则

μ(∪
∞

n = 1
An) = lim

n→∞
μ(An)。

因此,当满足条件 1),2),3) 时,则 μ 称为 k- 上
半连续模糊测度;当满足条件 1),2),4) 时,则 μ 称

为 k- 下半连续模糊测度。
称(X,F,μ) 为 k- 模糊测度空间,μ 是可测空间

(X,F) 上 k- 模糊测度。

注:当 k = - 1
2 时,μ(A ∪ B) = μ(A) + μ(B)

满足可加性,再根据连续性可证得可列可加性成立,

故当 k = - 1
2 时,k- 模糊测度是概率测度。

定理 5　 若 μ 为 k- 下半连续模糊测度,且满足

μ(A) + μ(Ac) = 1,则 μ 为 k- 上半连续模糊测度。
下面只需证明 μ 满足上连续性即可。
由 ∀{An} ⊂ F,A1 ⊃ A2 ⊃ … ⊃ An ⊃ …,n =

1,2,…,可知 A1
c ⊂ A2

c ⊂ … ⊂ An
c ⊂ …,n = 1,2,

…,又lim
n→∞

μ(An
c) = μ( lim

n→∞
An

c) = μ(∪
∞

n = 1
An

c) 且 μ(A)

+ μ(Ac) = 1,故有

lim
n→∞

μ(An) = 1 - lim
n→∞

μ(An
c) = 1 - μ(∪

∞

n = 1
An

c) =

1 - μ((∩
∞

n = 1
An) c) = μ(∩

∞

n = 1
An)

若 μ 为 k- 上半连续模糊测度,证明 μ 满足下连

续性即可方法类似。

定理6　 设 μ为F上的 k-模糊测度,则 μ满足单

调性。
证明:若 A,B ∈ F,且 A ⊂ B,则有

B = A ∪ (B - A) 且 A ∩ (B - A) = ϕ。
由定义 5 可知

μ(B) = μ(A ∪ (B - A)),
则

μ(B) =
μ(A) +μ(B -A) -kμ(A)μ(B -A) - 1

2 μ(A)μ(B -A)

1 +kμ(A)μ(B -A) + 1
2 μ(A)μ(B -A)

,

μ(A) =
μ(A) 1 + kμ(A)μ(B - A) + 1

2 μ(A)μ(B - A)[ ]

1 + kμ(A)μ(B - A) + 1
2 μ(A)μ(B - A)

,

μ(B) - μ(A) =

μ(A) + μ(B - A) - kμ(A)μ(B - A) - 1
2 μ(A)μ(B - A)

1 + kμ(A)μ(B - A) + 1
2 μ(A)μ(B - A)

-

μ(A) 1 + kμ(A)μ(B - A) + 1
2 μ(A)μ(B - A)[ ]

1 + kμ(A)μ(B - A) + 1
2 μ(A)μ(B - A)

=

μ(B - A) 1 - k + 1
2( )(μ(A) + μ2(A))[ ]

1 + k + 1
2( )μ(A)μ(B - A)

,

由于 μ(B - A) 1 - k + 1
2( )(μ(A) + μ2(A))[ ]≥0,

1 + k + 1
2( )μ(A)μ(B - A) ≥0,故 μ(B) - μ(A) ≥

0,则 μ 满足单调性。
接下来,将 q-Fuzzy和算子应用到 k-模糊测度空

间上定义一种 q-Fuzzy和概率积分,并在 k-模糊测度

空间下对 q-Fuzzy和概率积分的部分性质进行证明。
定义8　 设(X,F,μ) 为模糊测度空间 A,f∈F,

f:X→[0,1] 是非负可测函数,μ为 k-模糊测度,A∈
F, 􀱇 为 q-Fuzzy 和算子,则有:

∫
A
fdμ = sup

α∈[0,1]
[α 􀱇 μ(Nα( f) ∩ A)]

称∫
A
fdμ 为 f 在 A 上关于 μ 的 q-Fuzzy 和概率积分。

记 Nα( f) = {x | f(x) ≥ α,x∈ X}(α∈[0,1]),当
积分存在时,则称 f 在 A 上可积。

注:根据 q 取 - 0. 5, - 0. 4,…,不同值时,对应

的 q-Fuzzy和概率积分值也发生变化,表明新定义的
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q-Fuzzy和概率积分泛化能力强,优化了 Sugeno模糊

积分。
由此,得出关于 q-Fuzzy 和概率积分的性质,此

类性质类似于预备知识中的定理 2,下面只列出部

分性质。
性质 1　 设 A,D∈ F,f:X→[0,1] 是非负可测

函数,如果 A ⊂ D,则∫
A
fdμ ≤ ∫

D
fdμ;

性质 2　 设 A ∈ F,f:X → [0,1] 是非负可测函

数,a ∈ [0,1],则∫
A
( f + a)dμ ≤ ∫

A
fdμ + ∫

A
adμ。

性质3　 设 f1,f2 是X→[0,1] 非负可测函,A∈

F,如果 f1 ≤ f2,则∫
A
f1dμ ≤ ∫

A
f2dμ;

性质4　 设 f1,f2 是X→[0,1] 非负可测函,A∈

F,∫
A
( f1 ∧ f2)dμ ≤ ∫

A
f1dμ ∧ ∫

A
f2dμ;

性质5　 设 f1,f2 是X→[0,1] 非负可测函,A∈

F,∫
A
( f1 ∨ f2)dμ ≥ ∫

A
f1dμ ∨ ∫

A
f2dμ;

性质 6　 设 A,D∈ F,f:X→[0,1] 是非负可测

函数,则∫
A∩D

fdμ ≤ ∫
A
fdμ ∧ ∫

D
fdμ;

性质 7　 设 A,D∈ F,f:X→[0,1] 是非负可测

函数,则∫
A∪D

fdμ ≥ ∫
A
fdμ ∨ ∫

D
fdμ。

证明:由于 A ⊂ D,则由定义 8 得

A ∩ Nα( f) ⊂ D ∩ Nα( f) 根据 μ 的单调性则

μ(A ∩ Nα( f)) ≤ μ(D ∩ Nα( f)),

故有∫
A
fdμ ≤ ∫

D
fdμ 成立。

以上给出在 k-模糊测度空间下的 q -Fuzzy 和概

率积分的部分性质,其余性质比较简单不再陈述。

3　 医疗头盔性能优化算法的实施步骤

基于第 2 节得到的理论结果,并结合机械研究

室的工作,应用于医疗头盔性能优化全过程,具体分

析如下:
3. 1　 样本确定

影响医疗头盔性能状态的指标因素很多,因此

通过查阅资料和学习,主要选取定位销轨道长度、圈
梁可伸缩长度、弹簧弹力、旋钮转速、电流大小 5 个

指标因素作为医疗头盔的性能优化状态评估。
3. 2　 数据选取

由于同一种类型的医疗头盔在生产过程中会根

据不同因素影响而产生一些误差,这样会导致在实

际过程中医疗头盔的参数值会在标准值附近浮动。
因此为检测这种型号医疗头盔的性能优良状态,下
面随机选取 8 个医疗头盔作为研究对象。 根据阅读

参考文[13]得到的启发和在工科实验室做大量的

实验得到下列几种影响医疗头盔性能指标因素数

据,具体数据如表 1 所示。

表 1　 医疗头盔性能指标因素数据

Tab. 1　 Data on performance index factors of Medical helmet

评判

对象

定位销

轨道

长度

L1 / mm

圈梁可

伸缩

长度

ΔL2 / mm

弹簧

弹力

F / N

旋钮

转速

V / ( r / s)

电流

大小

I / A

医疗头盔 1 106. 26 177. 5 316. 28 0. 714 4 0. 340 9

医疗头盔 2 101. 97 183. 1 309. 86 0. 928 6 0. 318 2

医疗头盔 3 107. 69 174. 7 312. 98 1. 000 0 0. 295 5

医疗头盔 4 104. 83 169. 1 310. 00 0. 600 2 0. 421 8

医疗头盔 5 100. 54 180. 3 313. 14 0. 785 8 0. 363 7

医疗头盔 6 103. 40 171. 9 322. 56 0. 857 2 0. 272 7

医疗头盔 7 110. 55 185. 9 319. 42 0. 643 0 0. 386 4

医疗头盔 8 109. 12 186. 7 312. 58 0. 571 6 0. 409 1

　 　 注:旋钮转速是用每秒钟旋转圈数定义。

3. 3　 隶属函数的确立和隶属度的计算

计算隶属度时有偏大型和偏小型隶属度函数。
具体表达式如下:

偏大型隶属度函数表达式:

μ( tij) =
tij - ( tij)min

( tij)max - ( tij)min
, i = 1,2…,n; j = 1,2

…,m
偏小型隶属度函数表达式:

μ( tij) =
( tij)max - tij

( tij)max - ( tij)min
, i = 1,2…,n; j = 1,2

…,m
由于影响医疗头盔性能状态的指标因素都为偏

大型,因此下面计算隶属度的过程中均选用偏大型

隶属函数进行计算。
取上式偏大型隶属函数表达式中的 n = 8,m =

5,μ( tij)是第 i 个医疗头盔的第 j 个指标因素的隶属

度,tij是第 i 个医疗头盔的第 j 个指标因素的数据
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值,( tij)max和( tij)min分别表示为第 i 个医疗头盔的

第 j 指标因素的最大值与最小值。
以医疗头盔 1 的第一个指标因素定位销轨道长

度为例,结合查找表 1 数据其最大值为 110. 55,最
小值为 100. 54,由偏大型隶属函数表达式计算出医

疗头盔 1 的第一个指标因素的隶属度:

μ( t11) = 106. 26 - 100. 54
110. 55 - 100. 54 = 0. 571 4,

同理可以计算 μ( t12)、μ( t13)、μ( t14)、μ( t15)的
值,利用 Excel 计算方法求出其他指标因素的隶属

度,具体数据表 2 所示:

表 2　 医疗头盔性能指标隶属度

Tab. 2　 Membership degree of performance index

of Medical helmet

评判

对象

定位销

轨道

长度

L1 / mm

圈梁可

伸缩

长度

ΔL2 / mm

弹簧

弹力

F / N

旋钮

转速

V / ( r / s)

电流

大小

I / A

医疗头盔 1 0. 571 4 0. 477 3 0. 505 5 0. 333 3 0. 457 4

医疗头盔 2 0. 142 9 0. 795 5 0. 000 0 0. 833 3 0. 350 2

医疗头盔 3 0. 714 3 0. 318 2 0. 245 7 1. 000 0 0. 152 9

医疗头盔 4 0. 428 6 0. 000 0 0. 011 0 0. 066 8 1. 000 0

医疗头盔 5 0. 000 0 0. 636 4 0. 258 3 0. 500 0 0. 610 3

医疗头盔 6 0. 285 7 0. 159 1 1. 000 0 0. 666 7 0. 000 0

医疗头盔 7 1. 000 0 0. 954 5 0. 752 8 0. 166 7 0. 762 6

医疗头盔 8 0. 857 1 1. 000 0 0. 214 2 0. 000 0 0. 914 8

3. 4　 确定权重集

计算权重的方法有很多种,本文选择主客观赋

权法确定权重;组合赋权法可以避免仅利用单一赋

权法而导致的信息丢失;运用此方法能提高最终的

性能优化结果的精准性。
3. 4. 1　 主观赋权法

优序图法是指多个专家对性能指标的平均值进

行两两对比评分,相对于平均值大时计为 1 分,相
对于平均值小时计为 0 分,等于平均值时计为 0. 5
分;平均值越大意味着重要性越高,权重也会越高。
具体步骤如下:

1)棋盘图法

利用棋盘图法请多个专家根据平均值的大小对

医疗头盔性能指标两两进行对比打分,已知各个性

能指 标 数 据 的 平 均 值 分 别 为 105. 55, 178. 65、
314. 60、0. 763 0、0. 315 0得到表 3。

　 表 3　 医疗头盔性能评分表

Tab. 3　 performance score sheet of Medical helmet

关系

定位销

轨道

长度

L1 / mm

圈梁可

伸缩

长度

ΔL2 / mm

弹簧

弹力

F / N

旋钮

转速

V / ( r / s)

电流

大小

I / A

定位销轨

道长度

L1 / mm
0. 5 1 1 0 0

圈梁可伸

缩长度

ΔL2 / mm
0 0. 5 1 0 0

弹簧弹力

F / N
0 0 0. 5 0 0

旋钮转速

V / ( r / s)
1 1 1 0. 5 0

电流大小

I / A
1 1 1 1 0. 5

　 　 2)计算权重

每行得分总和根据公式进行归一化处理:

ω j =
A j

∑
5

j = 1
A j

已知 A j 表示每行相加的总和,j = 1…5, 其中∑
5

j = 1
A j =

12. 5 则得到 ω1 = 2. 5
12. 5 = 0. 200 0。

同理得到其他权重值,最后利用优序图法得到

主观权重为:
ω0 = (0. 200 0,0. 120 0,0. 040 0,0. 280 0,0. 360 0)

3. 4. 2　 客观赋权法

熵是表示整个系统无序性程度的一个度量值。
熵权法指某个指标因素的无序程度越大熵值越

小,其指标因素对最后的性能优化结果影响越大,权
重就越大。 但无序性越大就会导致权重过大,为了

避免这种情况,结合影响医疗头盔性能因素实际情

况,本文采用改进的反熵权法进行计算权重。 具体

步骤如下:
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1)标准化指标数据

根据各个指标因素量化程度的不同, 和文

[22],则需要对各个指标数值进行标准化处理。 根

据标准化公式:

bij =

正向指标
tij - min{ t1j,…tnj}

max{ t1j,…tnj} - min{ t1j,…tnj}

i = 1,2…,n;j = 1,2…,m

负向指标
tij - min{ t1j,…tnj}

max{ t1j,…tnj} - min{ t1j,…tnj}

i = 1,2…,n;j = 1,2…,m

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

其中:bij为第 i 个医疗头盔的第 j 个指标因素标准化

的结果;tij为第 i 个医疗头盔的第 j 个性能指标因素

的值;max{ t1j,…tnj}和 min{ t1j,…tnj}分别为 n 个医

疗头盔中第 j 个性能指标的最大值及最小值。
2)熵权值的计算

①根据传统的熵权法计算熵值 H j:

Ha
j = - 1

lnn∑
n

i = 1
pij lnpij,i = 1,2…n,j = 1,2,…m

其中 pij =
bij

∑
n

i = 1
bij

,如果 pij = 0,那么 pij lnpij = 0。

计算权重

ωa =
1 - Ha

j

m -∑
m

j = 1
Ha

j

,j = 1,2,…m

熵权值对于不同指标之间数据的无序性变化程

度很大,为了克服缺陷,根据熵权法表示形式和参考

文[19]重新定义一种全新的反熵权法。
②反熵权法求反熵值

Hb
j = - 1

lnn∑
n

i = 1
(1 - pij)ln(1 - pij),i = 1,2…n,j =

1,2,…m 计算权重

ωb =
Hb

j

∑
m

j = 1
Hb

j

,j = 1,2,…m

定义的反熵权虽然克服了熵权法的指标无序性

变化程度过大而导致的权重过大,但其精确度不高,
下面对反熵权法再次进行改进。

③改进的反熵权法

ωc =
Hb

j

∑
m

j = 1
(1 - Hb

j )
,j = 1,2,…m

3)计算各指标的权重

ωa = (0. 171 1,0. 164 7,0. 277 5,0. 224 8,0. 161 9)
ωb = (0. 201 6,0. 202 0,0. 195 4,0. 198 9,0. 202 1)

ωc = (0. 152 9,0. 153 2,0. 148 2,0. 150 9,0. 153 3)
4)熵权值对比图

图 1　 熵权对比图

Fig. 1　 Entropy weight comparison chart

由图 1 的熵权对比图知,改进的反熵权波动幅

度与反熵权相比,波动幅度小;反熵权和改进的反熵

权与熵权相比,改进的反熵权更接近熵权值,因此改

进的反熵权更加合理、精确、客观。
3. 4. 3　 组合赋权

优序图法得到的权重主观性太强,将改进的反

熵权法和优序图法进行组合赋权,利用公式 w =
ω0 + ωc

∑ω0 + ωc计算组合权重,结果如下:

w = (0. 200 7,0. 155 4,0. 107 0,0. 245 0,0. 291 9)
3. 5　 医疗头盔性能指标的模糊概率值

根据上文设计的 q-Fuzzy 和概率积分的定义得

出医疗头盔性能状态的模糊概率值为

P(Ai) = ∫
A
fdμ = sup

α∈[0,1]
[α􀱇 μ(A∩Nα( f))] ,

其中各个医疗头盔性能指标对应的概率值为

P(A) = ∑
∞

i = 1
μ( ti)P i,

根据医疗头盔的实际问题分析可知,令 α = w j,
μ(A∩Nα( f)) = μ( tij),上式改写为

P(Ai) =sup[wj􀱇μ(tij)] = sup wj +μ(tij) -wjμ(tij)
1 -qwjμ(tij)

[ ],
其中:P(Ai)为各医疗头盔性能状态的模糊概率值;
w j 为各医疗头盔性能指标所属权重;μ( tij)为第 i 个
医疗头盔第 j 个性能指标值的隶属度;根据 P(A)取
值范围属于[0,1],且在实际问题中对 q 的取值,及
大量的计算,因此本文取 q = - 0. 5;将表 2 性能指

标隶属度的数据,及综合权重 w 代入改写后的模糊

概率值计算公式,并计算得到第 1 个医疗头盔模糊

概率值为
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P(Ai) = sup w j + μ( tij) - w jμ( tij)
1 + 0. 5w jμ( tij)

[ ] = 0. 600 1,

同理利用 Excel 计算方法求得其他指标因素的

模糊概率值,得到表 4

表 4　 医疗头盔性能状态的模糊概率值

Tab. 4　 Fuzzy probability value of performance
state ofMedical helmet

医疗头盔 P(A) 排序

1 0. 600 1 8

2 0. 772 1 6

3 0. 877 5 4

4 0. 854 1 5

5 0. 643 4 7

6 0. 946 5 1

7 0. 899 7 3

8 0. 922 3 2

　 　 通过对表 4 的 P(A)进行高到低排序得到结

果:医疗头盔 6、医疗头盔 8、医疗头盔 7、医疗头盔

3、医疗头盔 4、医疗头盔 2、医疗头盔 5、医疗头盔 8。
说明用模糊概率值计算方法得到的结果更加合理。
3. 6　 综合评价

3. 6. 1　 因素集和评语集指标因素的选取

因素集:{定位销轨道长度、圈梁可伸缩长度、
弹簧弹力、旋钮速度、电流大小};

评语集:{优、良、差}。
3. 6. 2　 评判矩阵的建立

通过在工科实验室的学习,并进行多次单个医

疗头盔实验,邀请到数位专家对各个医疗头盔性能

指标进行 10 次实验打分;随机抽取一个医疗头盔性

能指标打分情况,建立相应的评判矩阵;以医疗头盔

2 为例,建立表 5 评价。

表 5　 医疗头盔 2 的数据评价

Tab. 5　 Dataevaluation of Medical helmet 2

评价因素
评价等级

优 良 差

定位销轨道长度 L1 / mm 4 5 2

圈梁可伸缩长度 ΔL2 / mm 6 4 3

弹簧弹力 F / N 4 5 4

旋钮转速 V / ( r / s) 5 4 0

电流大小 I / A 5 7 2

　 　 由表 5 可知,10 次实验过程中医疗头盔 2 的定

位销轨道长度有 4 次实验专家评分结果是优,用隶

属度表示为
4
10 = 0. 4,同理是良的为

5
10 = 0. 5,差的为

2
10 = 0. 2。 因此可以得到医疗头盔其他评价指标的

隶属度,具体写成矩阵形式如下:

R2 =

0. 4 0. 5 0. 2
0. 6 0. 4 0. 3
0. 4 0. 5 0. 4
0. 5 0. 4 0
0. 5 0. 7 0. 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

同理可得剩余指标因素的隶属度,写成矩阵形

式如下:

R1 =

0. 3 0 0. 2
0. 3 0. 1 0. 4
0. 4 0. 2 0. 5
0. 4 0 0. 4
0. 3 0. 2 0. 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 R3 =

0. 6 0. 3 0. 1
0. 7 0. 5 0. 3
0. 5 0. 6 0. 2
0. 7 0. 4 0. 1
0. 5 0. 6 0. 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

R4 =

0. 3 0. 4 0. 1
0. 5 0. 6 0. 3
0. 6 0. 4 0. 3
0 0. 5 0. 2
0. 3 0. 6 0. 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 R5 =

0. 4 0. 6 0. 1
0. 5 0. 4 0. 2
0. 6 0. 4 0. 3
0. 4 0. 5 0. 1
0. 3 0. 6 0. 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

R6 =

0. 7 0. 4 0. 3
0. 6 0. 3 0. 1
0. 5 0. 4 0. 2
0. 5 0. 2 0. 1
0. 7 0. 5 0. 3

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 R7 =

0. 5 0. 6 0. 3
0. 4 0. 1 0. 1
0. 5 0. 2 0. 4
0. 6 0 0. 3
0. 3 0. 2 0. 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

R8 =

0. 6 0 0. 1
0. 5 0. 6 0. 2
0. 4 0. 5 0. 1
0. 5 0. 7 0. 3
0. 5 0. 4 0. 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

3. 6. 3 评判结果

已知权重为 w = (0. 200 7,0. 155 4,0. 107 0,
0. 245 0,0. 291 9)

由模糊评判矩阵 R 与权重集 w 做复合运算得

评判结果,即:B = w􀳱R
则有:
B1 = w􀳱R1 = (0. 335 2,0. 095 3,0. 341 4)
B2 = w􀳱R2 = (0. 484 8,0. 518 3,0. 187 9)
B3 = w􀳱R3 = (0. 600 1,0. 475 2,0. 200 2)
B4 = w􀳱R4 = (0. 289 7,0. 514 0,0. 177 0)
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B5 = w􀳱R5 = (0. 407 8,0. 523 0,0. 166 1)
B6 = w􀳱R6 = (0. 614 1,0. 364 7,0. 209 2)
B7 = w􀳱R7 = (0. 450 6,0. 215 7,0. 221 2)
B8 = w􀳱R8 = (0. 509 4,0. 435 0,0. 164 5)

3. 6. 4　 仿真结果分析

为了更加清晰,直观的看出最终的医疗头盔性

能优化结果,根据上述数据利用 Matlab 程序画出如

图 2 所示。

图 2　 8 个医疗头盔性能状态评价结果图

Fig. 2　 Diagramof performance state evaluation
of eight medical helmet

通过图 2 和计算结果,并结合最大隶属原则得

到医疗头盔 3,6,7,8 的性能优化结果是优的,医疗

头盔 2,4,5 的性能优化结果是良好的,医疗头盔 1
的性能优化结果是差的;因此,定义的 q-Fuzzy 和概

率积分法得到各医疗头盔的排序结果与传统模糊综

合评价结果是完全一致的,并且利用定义的 q-Fuzzy
和概率积分法计算出的结果更简练,精准,说明定义

的 q-Fuzzy 和概率积分法是合理,实用性强。

4　 结　 论

本文首先通过对三角模定义,定理的学习进而

再构造出一对具有 T 三角模与 S 三角模性质的 q-算
子,使得构造后的三角模适用性更广泛;接下来给出

了 q-模糊测度,定义了在 q-模糊测度空间下的 q-
Fuzzzy 和概率积分,扩大了模糊积分的研究领域;最
后将其应用到医疗头盔性能优化中,在具体实施的

过程中,利用优序图法和改进的反熵权法组合赋权

的方法计算权重,通过仿真程序作图进行对比得到

最优结果,并与模糊综合评判结果对比完全一致;说
明 q-Fuzzy 和概率积分法的精准性与简练性;该方法

在计算的过程中克服了模糊性和复杂性,此方法能

否应用到机械领域的其他方面,这需要我们进行下

一步的探索。
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