
第 14卷　第 3期

2009年 6月
　

哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报
JOURNAL OF HARB IN UN IVERSITY OF SC IENCE AND TECHNOLOGY

　
Vol114 No13

Jun. 2009

　　　　　　

New ton分裂方法的 Ka n tor ov ic h型定理

潘状元 ,　殷巧玉
(哈尔滨理工大学 应用科学学院 ,黑龙江 哈尔滨 150080)

摘　要 :在 Kantorovich型定理的条件下 ,给出了 Newton型分裂方法的存在性收敛性定理.

关键词 : Newton型分裂法 ;存在性收敛性定理 ;非线性方程组

中图分类号 : O242123 文献标志码 : A 文章编号 : 1007- 2683 (2009) 03- 0065- 04

The Kantorovich Theorem of Newton2type Decomposition Methods

PAN Zhuang2yuan, 　YIN Q iao2yu
( School of App lied Science, Harbin University of Science and Technology, Harbin 150080, China)

Abstract: In this paper, the existence and convergence theorem for Newton2type decomposition methods are

given under the conditions of the Kantorovich2type theorem.

Key words:Newton2type decomposition method, existence and convergence theorem, nonlinear system of e2
quations

收稿日期 : 2007 - 12 - 15

作者简介 : 潘状元 (1954—) ,男 ,教授 ,硕士生导师.

1　背景知识

设 Z为 Bananch空间 , F: Z→Z为 Frechet可微

算子 ,求解下列非线性算子方程组

F ( z) = 0 (1)

的 Newton分裂方法如下 :

　

f ( xn , yn ) + 51 f ( xn , yn ) ( xn +1 - xn ) = 0

51 f ( xn , yn ) pn + 52 f ( xn , yn ) = 0

g ( xn +1 , yn ) + [ 51 g ( xn , yn ) pn +

52 g ( xn , yn ) ] ( yn +1 - yn ) = 0

(2)

其中 : Z = X ×Y, F ( z) = ( f ( x, y) , g ( x, y) ) , 　x∈X,

y∈Y,取 ( x0 , y0 )∈Z.

由于这种分裂方法 [ 1 ]具有可并行计算、存储单

元少、计算量少等优点 ,引起人们的兴趣 ,文 [ 2 ]给

出了这种 Newton - type分裂方法的局部收敛性定

理 [ 3 - 4 ]
,而对一种方法的研究 ,只有给出存在性及收

敛性定理 [ 5 - 6 ]
,才可以说这种方法在理论上是完善

的.本文对这种 Newton - type分裂方法作了研究 ,

给出了其 Kantorovich型存在性及收敛性定理 [ 7 - 9 ]
.

2　主要结果及证明

引理 1　设 F: D < Z→X, g: D→Y为连续可微映

射 ,满足下列条件 :

　‖5i f ( x, y) - 5i f ( u, v)‖≤

L (‖x - u‖ +‖y - v‖) (3)

　‖5i g ( x, y) - 5i g ( u, v)‖≤

L (‖x - u‖ +‖y - v‖) (4)

‖51 f ( x0 , y0 ) - 1‖≤β0 (5)

‖[ 51 g ( x0 , y0 ) p0 + 52 g ( x0 , y0 ) ]
- 1‖≤β0 (6)

‖52 f ( x, y)‖≤A (7)

‖51 g ( x, y)‖≤ C (8)

‖52 g ( x1 , y1 ) - 1‖≤Q (9)



‖51 f ( x0 , y0 ) - 1
f ( x0 , y0 )‖≤η0 (10)

　　‖[ 51 g ( x0 , y0 ) P0 + 52 g ( x0 , y0 ) ]
- 1 ×

g ( x1 , y0 ) ‖≤σ0 (11)

β0 Lτ0

1 -λ -β0 Lτ0

< 1 (12)

QLτ0

1 -λ - QLτ0

< 1 (13)

QCAβ0

(1 -λ -β0 Lτ0 ) (1 -λ - QLτ0 )
< 1 (14)

令

B =
2QL (1 + Aβ0 ) +β0 + 2Aβ0

(1 -λ - QLτ0 ) (1 -λ -β0 Lτ0 ) 2
- QCAβ0

(15)

其中λ < 1,则对 Newton分裂方法有

　‖xn + 1 - xn‖≤
1
2

B (‖xn - xn - 1‖ +

‖yn - yn - 1‖) 2
+‖yn - yn - 1‖ (16)

‖yn +1 - yn‖≤
1
2

B (‖xn +1 - xn‖ +‖yn - yn - 1‖) 2 +

(‖xn - xn - 1‖‖yn - yn - 1‖) +

[ (‖xn - xn - 1‖ +‖yn - yn - 1‖) 2
] +

(‖xn - xn - 1‖ +‖yn - yn - 1‖) ×

‖xn +1 - xn‖ (17)

证明 :令 τn = ‖ xn + 1 - xn ‖ + ‖ yn + 1 - yn ‖,

ηn =‖ xn + 1 - xn ‖,σn = ‖ yn + 1 - yn ‖,由公式

(10)得

‖x1 - x0‖ =‖51 f ( x0 , y0 ) - 1
f ( x0 , y0 )‖≤η0

由式 (3)和式 (7)可得

‖f ( x1 , y1 )‖≤ 1
2

L (‖x1 - x0‖ +

‖y1 - y0‖) 2
+A‖y1 - y0‖

由式 (3)、式 (5)和式 (12)可得

‖51 f ( x1 , y1 ) - 51 f ( x0 , y0 )‖≤Lτ0 , β0 Lτ0 < 1

根据摄动引理 [ 10 ]可得

‖51 f ( x1 , y1 ) - 1‖≤
β0

1 -β0 Lτ0

(18)

则有

　‖x2 - x1‖≤
1
2

B (‖x1 - x0‖ +

‖y1 - y0‖) 2 +‖y1 - y0‖

　　于是存在一个很小的常数α1 > 0,使得η1 ≤

1
2

B { (η0 +σ0 ) 2
+σ0 }≤α1τ0

由式 (11)可得

‖y1 - y0‖ =‖[ 51 g ( x0 , y0 ) p0 +

52 g ( x0 , y0 ) ]
- 1

g ( x1 , y0 )‖≤σ0

再由式 (3)、式 (5)和式 (8)可得

‖g (x2 , y1 )‖≤ 1
2

L (‖x2 - x1‖ +‖y1 - y0‖) 2
+

L‖p0 + I‖(‖x1 - x0‖‖y1 - y0‖) +

1
2

Lβ0 C [ (‖x1 - x0‖+‖y1 - y0‖)2
] +

L (‖x1 - x0‖+‖y1 - y0‖)‖x2 - x1‖

由式 (5)和式 (18)得

‖P0‖≤A‖51 f ( x0 , y0 ) - 1‖≤Aβ0

‖P1‖≤A‖51 f ( x1 , y1 ) - 1‖≤
Aβ0

1 -β0 Lτ0

(19)

又由式 (8)、式 (9)、式 (14)及式 (19)得

　‖51 g ( x1 , y1 ) P1 + 52 g ( x1 , y1 ) - 52 g ( x1 , y1 )‖≤

Aβ0 C

1 -β0 Lτ0

,
Aβ0 CQ

1 -β0 Lτ0

< 1

根据摄动引理得

　　[ 51 g ( x1 , y1 ) P1 + 52 g ( x1 , y1 ) ]
- 1≤

(1 -β0 Lτ0 ) Q

1 -β0 Lτ0 - CQAβ0

再由式 (15)可得

‖y2 - y1‖≤
1
2

B (‖x2 - x1‖ +‖y1 - y0‖) 2 +

(‖x1 - x0‖‖y1 - y0‖) +

(‖x1 - x0‖ +‖y1 - y0‖) 2
+

(‖x1 - x0‖ +‖y1 - y0‖) ×

‖x2 - x1‖

于是存在一个很小的常数β1 > 0,使得

σ1 ≤β1η1 ≤β1α1τ0

τ1 ≤α1τ0 +β1α1τ0 ≤λτ0

　　仿上述推导 ,利用数学归纳法对引理进行证明.

当 n = 0, 1时 ,由上面的推导可知引理成立 ,下

面假设 n = k时引理成立 ,则有

‖51 f ( xk - 1 , yk - 1 ) - 1‖≤
β0

1 -β0 L∑
k - 2

i =0

τi

(20)

‖pk - 1‖≤
Aβ0 (1 -λ)

1 -λ -β0 Lτ0 (1 -λk - 1 )
(21)
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‖52 g ( xk - 1 , yk - 1 ) - 1‖≤ Q

1 - QL∑
k - 2

i =0

λiτ0

(22)

成立.

并且由式 (3)、式 (12)和式 (20)可得

　　‖5i f ( xk , yk ) - 5i f ( xk - 1 , yk - 1 )‖≤

Lτk - 1 ≤λ
k - 1

Lτ0

β0 Lτ0λ
k - 1

1 -β0 L∑
k - 1

i =0

λiτ0

< 1

由摄动引理可得

‖51 f ( xk , yk ) - 1‖≤
β0 (1 -λ)

1 -λ -β0 Lτ0

(23)

由式 (3)和式 (7)得

‖f ( xk , yk )‖≤ 1
2

L (‖xk - xk - 1‖ +

‖yk - yk - 1‖) 2
+A l‖yk - yk - 1‖

则有

　‖xk + 1 - xk‖≤
1
2

B (‖xk - xk - 1‖ +

‖yk - yk - 1‖) 2 +‖yk - yk - 1‖

于是存在一个很小的常数αk > 0,使得

ηk≤
1
2

B (ηk +σk ) 2
+σk ≤αkτk - 1

再由式 ( 3 )、式 ( 4 )、式 ( 7 )、式 ( 8 )、式 ( 20 )及式

(21)可得

‖g (xk +1 , yk )‖≤
1
2

L (‖xk +1 - xk‖ +‖yk - yk - 1‖) 2
+

L (‖xk - xk - 1‖ +‖yk - yk - 1‖) ×

‖xk +1 - xk‖+　L
Aβ0

1 -λ -β0Lτ0
+1 ×

(‖xk - xk - 1‖‖yk - yk - 1‖) +

1
2
·

Lβ0 C

1 -λ -β0Lτ0
(‖xk - xk - 1‖+

‖yk - yk - 1‖)2

并且由式 (4)、式 (13)和式 (22)可得

‖52 g ( xk , yk ) - 52 g ( xk - 1 , yk - 1 )‖≤

Lτk - 1 ≤Lλk - 1τ0

QLτk - 1

1 - QL∑
k - 2

i =0

λiτ0

< 1

由摄动引理可得

‖52 g ( xk , yk ) - 1‖≤
(1 -λ) Q

1 -λ - QL (1 -λk )τ0

(24)

由式 (23)可得

‖Pk‖≤
(1 -λ) Aβ0

1 -λ -β0 Lτ0

(25)

由式 (8)和式 (22)可得

　‖51 g ( xk , yk ) pk + 52 g ( xk , yk ) - 52 g ( xk , yk )‖

　　　≤
(1 -λ) Aβ0 C

1 -λ -β0 Lτ0

再由式 (14)和式 (24)可得

(1 -λ) 2
QCAβ0

(1 -λ -β0 Lτ0 ) (1 -λ - QLτ0 )
< 1

于是由摄动引理可得

‖[ 51 g ( xk , yk ) pk + 52 g ( xk , yk ) ]
- 1‖≤

　　　　　 Q
(1 -λ - QLτ0 ) (1 -λ -β0 Lτ0 ) - QCAβ0

再根据式 (15)可得

‖yk +1 - yk‖≤
1
2

B (‖xk +1 - xk‖ +‖yk - yk - 1‖) 2
+

(‖xk - xk - 1‖‖yk - yk - 1‖) +

[ (‖xk - xk - 1‖ +‖yk - yk - 1‖) 2
] +

(‖xk - xk - 1‖ +‖yk - yk - 1‖) ×

‖xk +1 - xk‖

于是存在一个很小的常数βk > 0,使得
σk ≤βkηk ≤βkαkτk - 1

τk =ηk +σk ≤αkτk - 1 +βkαkτk - 1 ≤λτk - 1 ≤λ
kτ0

于是当 n = k + 1时引理成立.

定理　在引理的条件下 ,同时又满足

2Nτ0 ≤ 1 (26)

其中 , N =max{B , B
2

} ,则从 x0 , y0出发由 Newton分

裂方法所产生的序列 { xn } , { yn }分别在闭球

S1 x0 ,
1
2

1 +λ
1 -λ
τ0 +η0 和 S2 y0 ,

τ0

1 -λ
+σ0 内 ,收

敛于方程组 (1)在球 S1 , S2内的唯一解 ( x
3

, y
3 ) ,且

有误差估计

‖xn - x
3 ‖≤
λ2 ( n - 2)

2
1 +λ
1 -λ
τ0 (27)

‖yn - y
3 ‖≤λ2 ( n - 1) 1

1 -λ
τ0 (28)

　　证明 :由引理及条件 (26)有

‖yn +1 - yn‖≤ 2Bτ2
n - 1 (29)

‖xn +1 - xn‖≤
1
2

B (λ2n - 2τ2
0 + 2Bλ2n - 4τ2

0 )

(30)

对任意正整数 p,利用式 (30)得

‖xn +p - xn‖≤
λ2 ( n - 2)

2
1 +λ
1 -λ
τ0 (31)
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- . . . .

再利用式 (29)得

‖yn +p - yn‖≤λ
2 ( n - 1) 1

1 -λ
τ0 (32)

由此可知 { xn }和 { yn }是柯西列 ,因而 xn和 yn有极

限 ,设极限分别为 x
3

, y
3

,使得 lim
n→∞

xn = x
3

, lim
n→∞

yn =

y
3

,且有

‖xn - x0‖≤
1
2

1 +λ
1 -λ
τ0 +η0 (33)

‖yn - y0‖≤
τ0

1 -λ
+σ0 (34)

由此可得 x
3 ∈s1 , y

3 ∈s2.下面证明 ( x
3

, y
3 )是方程

组
f ( x, y)

g ( x, y)
= 0的解.

由引理及式 (33)和式 (34)得

‖f ( xn , yn )‖≤ L
1 +λ
1 -λ
·
τ0

2
+ 2η +
τ0

1 -λ
+σ +

‖51 f ( x0 , y0 )‖ ‖ ( xn + 1 - xn )‖

又由 lim
n→∞
‖xn + 1 - xn‖ = 0,以及 f ( x, y)的连续性 ,得

f ( x
3

, y
3 ) = 0.

由引理及式 (33)和式 (34)得

　　‖g ( xn + 1 , yn )‖≤
(1 -λ) Aβ0 C

1 -λ -β0 Lτ0

+

L
1
2

1 +λ
1 -λ
τ0 +η0 +

τ0

1 -λ
+σ0 +

‖52 g ( x0 , y0 )‖ ‖ ( yn + 1 - yn )‖

由 lim
n→∞
‖yn + 1 - yn‖ = 0,以及 g ( x, y )的连续性 ,得

g ( x
3

, y
3 ) = 0.

又由式 (31)和式 (32) ,令 p→∞,得

‖xn - x
3 ‖≤
λ2 ( n - 2)

2
1 +λ
1 -λ
τ0

‖yn - y
3 ‖≤λ2 ( n - 1) 1

1 -λ
τ0

定理证毕.

3　结　语

本文给出了 Newton分裂方法的 Kantorovich型

定理.在不知道非线性方程组的解是否存在的情况

下 ,只要根据初始近似点的信息就可推断出非线性

方程组的解是否存在并且唯一. 在理论上完善了

Newton分裂方法的收敛性定理.
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