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二阶非线性 Schrod inger方程整体弱解的存在性
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摘　要 : 探讨了一类二阶非线性 Schrodinger方程解的初边值问题.该方程用来描述上方交混

的震动传播.在正定能量的定义下 ,利用 Galerkin方法证明了初边值问题整体弱解的存在性.
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Abstract: The initial2bounded p roblem of the second2order nonlinear Schrodinger equation was discussed. This

class of equations is introduced to describe the upper2hybrid oscillation p ropagation. In the definition of positive en2
ergy, the existence of global weak solution of the initial2bounded p roblem was p roved by Galerkin method.
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1　引　言

非线性 Schrodinger方程来源于量子场论 ,它在

非线性光学和激光束的传播中起着重要的作用.因

而受到许多数学家和物理学家的关注.对于非线性

Schrodinger方程的一般情形 ,里亚普诺夫静态孤立

子解已经在文 [ 1 ]中讨论 ,而对于一般情形及耦合

Schrodinger方程组的解的存在性 ,正则性 ,长时间性

等已经有了一系列的研究结果 ,其中文 [ 2 ]用轨道

的思想对解做了研究 [ 2 ]
,文 [ 3 ]利用对称性约化证

明了解的存在性.本文将利用 Galerkin方法研究二

阶非线性 Schrodinger方程整体弱解的存在性.

2　问题的分析与论证

具有如下形式的二阶非线性 Schrodinger方程 :

i<t +Δ< + <Δ | < |
2

= < | < |
2

t≥ 0　x ∈ Rn (1)

其中 < = < ( t, x) ,Δ是拉普拉斯算子.

式 (1)满足下列条件.

< ( x, 0) = <0 ( x)　x ∈ Rn (2)

< | 5Ω = 0 (3)

　　1)构造近似解.设 {ωj ( x) }为问题Δω +λω = 0

及ωj | 5Ω = 0的特征函数系.则已知 {ωj }在 H
2 (Ω) ∩

H
1
0 (Ω)中稠密.则问题 (1)的近似解为

<m ( x, t) = ∑
m

j =1
gjm ( t)ωj ( x)　1 ≤ j≤m

其中 gjm满足

i ( <m t ,ωj ) + (Δ<m ,ωj ) + ( <mΔ | <m |2
,ωj ) =

( <m | <m |2
,ωj ) (4)

且满足初始条件. <m 0 = ∑
m

j =1
ajmωj → <0 在



H
1
0 (Ω)∩L2 (Ω)中强收敛 ,当 m→∞.

2) 先验估计在式 ( 2 )两边同时乘以 g′sm ( t) ,

在对 s从 1到 m求和 ,于是可以得到

i( <m t , <m t ) + (Δ<m , <m t ) + ( <mΔ | <m |2
, <m t ) =

( <m | <m |2
, <m t )

考虑实部 ,得
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两边对 t积分 ,
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由 ‖¨ u‖L 2 (Ω)为 ‖ u‖H
1
0 (Ω)的等价模及

<m ( x, 0)→<0 ( x)于 H
1
0 (Ω) ,可推得‖¨ <m ( 0) ‖2

,

‖¨ | <0 (0) |2‖2有界.

对于 ‖<m ( 0 ) ‖4
L 4 (Ω)用嵌入定理 ,要求 : k =

2, p = 2.

　　① n = 1, 2, 3时 , kp = 4 > n, 2≤q≤∞;

　　② n = 4时 , kp = 4 = n, 2≤q <∞;

　　③ n≥4时 , kp = 4 < n, 2≤q≤ np
n - kp

=
2n

n - 4
.

由嵌入定理 ,得

‖um ‖4≤C‖um ‖H
2
0 (Ω )

‖um ‖H
2
0 (Ω )有界 ] ‖um ‖有界.

这样‖¨ <m ‖
2
, ‖¨ | <m |2‖2

, ‖<m ‖
4
L 4 (Ω) ≤C

对一切 m , 0≤t≤∞成立.

3)近似解的收敛性.由 2)可知 ,存在 <及 { <m }

的子序列 { <v } ,使得当 v→∞时 <ν→<于 L
∞ (0, ∞,

H
0
1 (Ω ) )中弱收敛 ;

¨ <m →¨ <于 L
∞ (0, ∞, L

2 (Ω) )中弱收敛.

在式 (4)中固定 j,令 m =ν→ +∞,则有

i ( <t ,ωj ) + (Δ<,ωj ) + ( <Δ | < |
2
,ωj ) = ( < | < |

2
,ωj )

且此等式对 Π固定 j成立.

又 {ωj }为问题Δω +λω = 0及ωj | 5Ω = 0的特征

函数系 ,在 L
2 (Ω)中稠密 ,故 Πν∈L

2 (Ω)中ν可用

ωj线性表示 ,于是

i ( <t ,ν) + (Δ<,ν) + ( <Δ | < |
2
,ν) = ( < | < |

2
,ν)

Πν∈H
1
0 (Ω)

即 <满足方程.

4)再证 < ( t)满足初边值.由 <m ( x, 0) →<0 ( x)

于 H
0
1 (Ω)及 <m →<可推得

< ( x, 0)→<0 ( x)

又由 <m ( x, t) = ∑
m

j =1
gjm ( t)ωj ( x) 的设法 ,ω | 5Ω = 0,

所以求和等于 0,根据 3 ) ,则 < | 5Ω = 0.即满足边界

条件.

综合 1) - 4)即证明了整体弱解的存在性.

采用文 [ 3 ]中广义解的定义 ,得到如下整体弱

解的存在性定理.

定理　设Ω< Rn为具有充分光滑边界的有界

区域 ,且 <0 ( x)∈H
1
0 (Ω)∩L2 (Ω) ,则问题 1)在满足

2)、3)条件下存在整体弱解.
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