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照亮凸体边界的平行光束的一致压缩
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摘 要:鉴于凸体边界的平行光照亮问题与关于凸体覆盖的 Hadwiger 猜想之间的密切联系，
证明了照亮凸体边界的平行光束的宽度可以被一致地压缩，并借此在不使用归纳法的前提下证明

了覆盖凸体所需小位似体的最小数目等于照亮凸体边界的平行光源的最小个数．
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Abstract: In view of the close relation between illuminating boundaries of convex bodies and Hadwiger's cover-
ing conjecture，it is proved that parallel light beams illuminating the boundary of a convex body can be uniformly
compressed． Based on this，a new proof，without using induction，is given to show that the least number of smaller
homothetic copies of a convex body needed to cover this convex body is equal to the least number of parallel light
sources needed to illuminate its boundary．
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0 引 言

本文用 K 表示 Ｒn 中的一个凸体 ( 亦即，一个

内部非空的紧凸集) ． 我们称形如 x + λK ( λ∈( 0，
1) ) 的集合为 K的一个小位似体，称 λ为相应的位
似系数． 设 x 是 K 的边界 bdK 中一点，d 是一个方
向 ( 亦即，一个非零向量，可被视为一个平行光

源) ． 如果存在正实数 λ，使得 x + λd∈intK，则我

们称 d可以照亮 K 的边界点 x． 设 C 是若干方向构
成的集合． 如果 bdK中任意一点都可以被 C中某个
方向照亮，则称 C可以照亮 bdK． 关于凸体覆盖与
照亮的一个经典结果指出，覆盖凸体 K所需的小位
似体的最小个数 a( K) 是一个有限值且等于能够照
亮 bdK的方向构成的集合的最小基数 b( K) ． 因此，
凸体边界的平行光照亮问题与关于凸体覆盖的

Hadiwger猜想密切相关． 值得一提的是关于凸体覆
盖的 Hadwiger猜想至今仍是一个非常困难的公开



问题，它仅在 n = 2 时被完全解决． 如宗传明教授
在文［1］中所言，Hadwiger猜想的终点还遥遥无期．
关于该猜想的内容和相关结果可参见文［1 － 16］．
由于在 n 维凸体构成的集合在 Hausdorff 距离

意义下构成的距离空间 Ηn 中 b( K) 是上半连续的，
对在 Ηn 中稠密的集合类验证 Hadwiger猜想无助于
该猜想的彻底解决． 因此，为了彻底解决 Hadwiger
猜想，我们需要更精细地考虑覆盖和照亮问题． 例
如，我们可以考虑用给定个数的小位似体去覆盖一

个凸体所需的最小位似系数 ( 见文［17 － 18］) ． 类
似的，本文将考虑用给定个数的平行光束照亮凸体

边界所需的最小“宽度”，并证明照亮凸体边界的
平行光束的“宽度”可以被一致地压缩． 基于这
个结果，我们在不使用归纳法的前提下给出了

a( K) ≤b( K) 的新的证明． 注意到 a( K) ≥b( K) 这
一相对容易的结果，我们实际上也给出了 a( K) =
b( K) 的新的证明 ( 文［19］利用归纳法证明了这一
结果) ．

1 主要结果

引理 1 若 x∈bdK可以被方向 u照亮，则存在
γ ＞ 0，使得 B( x，γ) ∩bdK中任意一点均可被方向 u
照亮，其中 B( x，γ) 表示以 x点为心，以 γ为半径的
开球．
证 由方向照亮的定义，存在 λ ＞ 0 使得

z: = x + λu∈intK，
那么，存在 γ ＞ 0 使得

B( z，γ) intK，
对任一点 y∈B( x，γ) ∩bdK有

‖y + λu － z‖ =‖y － x‖ ＜ γ，
故

y + λu∈B( z，γ) intK，
因此 y可被 u照亮． 证毕．
令 I( K，u) 是 bdK 上能被方向 u 照亮的点构成

的集合，H( K，u) 是 K 的以 u 为外法向量的支撑超
平面( 因此，从 K的任意内点出发且以 u 为方向的
射线一定与 H( K，u) 相交) ，o( K) 是含于 K 的体积
最大的 n维椭球 ( 根据 John定理，这样的椭球存在
且唯一，见文［20］) 的对称中心，o ( K，u ) 为从
o( K) 出发过 o( K) + u的射线［o( K) ，o( K) + u ＞与
H( K，u) 的交点．
作映射 Tu : I ( K，u) →H ( K，u) ，使得对任一点

x∈I( K，u) ，Tu ( x) 为直线 x + ＜ － u，u ＞与 H( K，u)

的交点．那么 Tu ( x) 是连续的单射．令
P( K，u) = Tu ( I( K，u) ) ，

亦即，令 P( K，u) 为 I( K，u) 在映射 Tu 下的像．对任
一 λ∈( 0，1) ，令

P( K，u，λ) = ( 1 － λ) P( K，u) + λo( K，u) ，
I( K，u，λ) 为 P( K，u，λ) 关于 Tu 的原像．
引理 2 P( K，u) 是一个相对开的凸集．
证 首先证明 P( K，u) 是凸集． 对任意的 a，b

∈P( K，u) ，存在 x，y∈I( K，u) ，使得
a = Tu ( x) ，b = Tu ( y) ．

由方向照亮的定义，存在 λ ＞ 0，使得
p: = x + λu∈intK，q: = y + λu∈intK．
对任一点 w∈［a，b］，射线［w，w － u ＞交［p，q］

于一点 s∈intK，射线［s，s － u ＞交 bdK于一点 t． 则
存在 λ' ＞ 0，使得 s = t + λ'u． 因此 t∈I( K，u) ． 于是

w = Tu ( t) ∈P( K，u) ．
故［a，b］P ( K，u) ． 这说明 P ( K，u) 是一个

凸集．
接下来证明 P( K，u) 是相对开集，即证明 P( K，

u) = riP( K，u) ． 对任一 w∈P( K，u) ，存在 t∈I( K，
u) ，使得 w = Tu ( t) ． 由于 t能被方向 u 照亮，存在
λ ＞ 0，使得 s ∶ = t + λu∈intK． 于是存在 γ ＞ 0，使得
B( s，γ) intK．
对任一点 p∈B( w，γ) ∩H( K，u) ，令 a = p + s －

w． 则
a∈B( s，γ) intK

设射线［a，a － u ＞交 bdK于一点 x． 则存在 η ＞
0，使得 x = a －ηu． 因此，x∈I( K，u) ． 那么，p =Tu( x)
∈P( K，u) ． 所以

B( w，γ) ∩H( K，u) P( K，u) ．
故 w∈riP( K，u) ． 因此，

P( K，u) = riP( K，u) ．
证毕．
定理 3 设方向构成的集合{ ui : i∈［m］} 能够

照亮 bdK，则存在整数 k ＞ 1，使得

bdK ∪
i∈［m］

I K，ui，
1( )k

证 不失一般性，我们可以假设 o( K) = o∈intK．
若不存在满足条件的整数 k ＞1，则对任一 k ＞1，

存在

yk∈bdK \ ∪
i∈［m］

I K，ui，
1( )( )k

不妨设{ yk}
∞
k = 1收敛于一点 y0 ． 那么，由于 y0∈bdK，

存在整数 i0∈［m］，使得
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y0∈I( K，ui0 ) ，

令 T = Tui0
． 由于 P ( K，ui0 ) 是一个相对开集，存在

γ ＞ 0，使得
( T( y0 ) + B( o，γ) ) ∩H( K，ui0 ) P( K，ui0 ) ．
令

K' = P( K，ui0 ) － o( K，ui0 ) ．
则 K'是一个凸集且存在 λ∈( 0，1) ，使得

T( y0 ) － o( K，ui0 ) λK'，
因此，

T( y0 ) － o( K，ui0 ) +
1 － λ
2 K'λK' +1 － λ

2 K' =1 + λ
2 K'，

上式等价于

T( y0 ) +
1 － λ
2 K'1 + λ

2 K' + o( K，ui0 ) ，

由 K'的定义，

T( y0 ) +
1 － λ
2 ( P( K，ui0 ) － o( K，ui0 ) ) 

1 + λ
2 P( K，ui0 ) +

1 － λ
2 o( K，ui0 ) ．

令 k0 是一个满足 k0 ＞
2

1 － λ的正整数
． 由 P ( K，ui0，

λ) 的定义，集合 P( K，ui0，λ) 随 λ 的值增大而减小．
因此，

T( y0 ) +
1
k0
( P( K，ui0 ) － o( K，ui0 ) ) 

T( y0 ) +
1 － λ
2 ( P( K，ui0 ) － o( K，ui0 ) ) 

1 + λ
2 P( K，ui0 ) +

1 － λ
2 o( K，ui0 ) 

1 － 1
k( )
0
P( K，ui0 ) +

1
k0
o( K，ui0 ) =

P K，ui0，
1
k( )
0
．

由于 yk→y0，当 k ＞ k0 充分大时 yk∈I( K，ui0 ) ．
根据 T的连续性，

T( yk ) →T( y0 )
因此，当 k ＞ k0 充分大时，有

T( yk ) ∈T( y0 ) +
1
k0
( P( K，ui0 ) － o( K，ui0 ) )

P K，ui0，
1
k( )
0
P K，ui0，

1( )k ，

因此

yk∈I K，ui0，
1( )k ，

矛盾． 证毕．
定理 4 a( K) ≤b( K) ．

证 设 b( K) =m． 则存在单位向量构成的集合
{ ui ∶ i∈［m］}使得

bdK ∪
i∈［m］

I( K，ui ) ．

由定理 3，存在正整数 k ＞ 1 使得

bdK ∪
i∈［m］

I K，ui，
1( )k ，

对任意的 i∈［m］，令

Vi = I K，ui，
1( )k ，

那么，

clViI( K，ui ) ，i∈［m］，
且

∪
i∈［m］

Vi = bdK．

其中，clVi 是 Vi 的闭包．
对任意的 i∈［m］及任意的 x∈clVi，令 ui ( x) ∈

bdK是使得过 x和，ui ( x) 的线段［x，ui ( x) ］满足
［x，ui ( x) ］= x，x + ui ＞∩K[ ，

的一点． 那么，
fi ( x) =‖x － ui ( x) ‖，

是定义在 clVi 上的一个连续函数． 由于
［x，x + ui ＞∩ intK≠，x∈clVi，i∈［m］，
我们有

λ i : =
1
2 min{ fi ( x) : x∈clVi} ＞ 0，i∈［m］．

选定 intK中一点 y0 ． 则存在 λm + 1 ＞ 0 使得
B( y0，λm + 1 ) intK，

令

λ = min{ λ i : i∈［m + 1］} ，
对任意的 i∈［m］，令 Ti 为按如下方式定义的仿射

变换

Ti ( x) = x + λui，

容易验证

Ti { y0 }∪clV( )i intK，i∈［m］，
由于 { y0 } ∪ clVi 是紧集，存在 K 的小位似体 Ki

使得

Ti { y0 }∪clV( )i Ki，i∈［m］，
于是

conv { y0 }∪clV( )i Ki － λui，i∈［m］，
因此

K ∪
i∈［m］
( Ki － λui ) ，

这说明 a( K) ≤m = b( K) ，证毕．
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