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摘 要:为了研究 Banach空间中有界闭集满足 ( dc) 的条件，依据条件 ( dc) 在 Banach 空间
中低维有界闭集的完备化过程中的相关理论，给出了有界闭集满足 ( dc) 的一个必要条件和有界
闭集满足 ( dc) 的一个充分条件． 这一充分条件改进了 Papini和吴森林给出的有界闭集满足 ( dc)
的两个充分条件．
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Abstract: In order to study the conditions for bounded closed sets to satisfy the condition ( dc) in Banach
spaces，according to the related theories of the condition ( dc) in the completion of lower dimensional bounded
closed sets in Banach spaces，a necessary condition as well as a sufficient condition for ( dc) is provided． The suf-
ficient condition improves two sufficient conditions for ( dc) obtained by Papini and Senlin Wu．
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0 引 言

令 X是一个实 Banach空间． 我们用 B( x，γ) =
{ y∈X:‖x － y‖≤γ}表示以 x为心，以 γ为半径的
球，其中 x∈X，γ ＞ 0，用 B 表示 X 中以原点为心，
以 1 为半径的单位球． 对 X的任意至少包含两点的
有界子集 K，我们分别用 intK 和 δ( K) 表示 K 的内
部和直径． 若

x，y∈K，λ∈［0，1］λx + ( 1 － λ) y∈K
则称 K是一个凸集．若 K是一个有界闭凸集且对任

意的单位泛函 f∈X* ，其中 X* 是 X 的共轭空间，
均有

wf ( K) = sup{ f( x) : x∈K} － inf{ f( x) : x∈K} = δ( K)
则称 K是一个等宽集( 见文［1 － 4］) ． 若

x∈X \Kδ K∪{ x( )} ＞ δ( K)
则称 K是一个完备集( 参见文［5］) ． 若 K0 是一个

完备集，KK0 且 δ( K) = δ( K0 ) ，则称 K0 是 K 的
一个完备化集． 记
η( K) = ∩

x∈K
B( x，δ( K) ) ，θ( K) = ∩

x∈η( K)
B( x，δ( K) ) ，

其中集合 η ( K ) 恰为 K 的所有完全化集的并集，
θ( K) 等于 K 的所有完全化集的交集 ( 见文［6］和



［7］) ． 容易验证: K 是完备的当且仅当 η( K) = K;
K有唯一的完备化集当且仅当 δ ( η ( K) ) = δ( K) ．
令 H是 X的一个包含原点的闭超平面，H +和 H －分

别是由 H确定的两个闭半空间，K是 H中至少包含
两点的有界闭集． 记

η( K) + = η( K) ∩H +，η( K) － = η( K) ∩H －，

θ( K) + = θ( K) ∩H +，θ( K) － = θ( K) ∩H －，

Ka = η( K) +∪θ( K) －，Kb = η( K) －∪θ( K) +，
令 K1 是任意一个满足

KK1η( K) － ( 1)
的集合． 记

K2 = η( K1 )
+，K3 = η( K2 )

－，KC = K2∪K3 ( 2)
若 K满足

δ( η( K) + ) = δ( K) = δ( η( K) － ) ，
则称 K 满足条件 ( dc) ． 由文［8］可知，下列条件
等价:

1) K满足条件 ( dc) ;
2) Ka 和 Kb 均是 K的完备化集;
3) 若 K1 满足式( 1) ，则由式( 2 ) 构造的 KC 是

K的一个完备化集．
至今，我们仍未找到一个 K 满足 ( dc) 的充要

条件． 在文［8］中，Papini 和吴森林得到了 K 满足
( dc) 的两个充分条件:①X 满足 ε0 ( X) ≤1 且严格
凸，K是 H中的一个等宽集;②K是 H中的一个球 .
本文将给出 K满足 ( dc) 的一个必要条件和一

个比①和②都弱的充分条件．
下面将用到如下事实:若 ε0 ( X) ≤1，则 X 是自

反的．从而对任意的闭凸集 K'X 和任意的点 x∈
X，x在 K'中都存在唯一的最近点．

1 主要结论

记

ηH ( K) = ∩x∈ (K
B( x，δ( K) ) ∩ )H ，θH ( K) =

∩
x∈ηH( K)

B( x，δ( K) ) ∩ )( H

定理 1 令 X是一个 Banach空间，H是 X的一
个包含原点的闭超平面，K是 H中的一个至少包含
两点的有界闭集． 若 K满足如下条件:

(δ η( K) ∩ )H = δ( K) ，θ( K) ∩H = θH ( K) ， ( 3)

x，y∈η( K) + ( η( K) － ) ，u∈SX，s． t．，
≠( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H，
( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩Hη( K) ∩H． ( 4)

则 K满足条件( dc) ．
证明:因为 δ( η( K) ∩H) = δ( K) ，所以 K 在 H

中有唯一的完备化集，记作 K0 ． 显然有
K0η( K) ∩H，

假设存在 x∈( η( K) ∩H) \K0 ． 那么，
δ( K) = δ( η( K) ∩H) ≥δ( K0∪{ x} ) ＞ δ( K0 ) = δ( K) ，
产生矛盾． 故 K0 = η ( K ) ∩H． 任取 x∈K0 和 y∈
ηH ( K) = K0，我们有

‖x － y‖≤δ( K) ，
从而 x∈θH ( K) ．因此 K0θH ( K) ．
又因为

θH ( K) = ∩
x∈ηH( K)
( B( x，δ( K) ) ∩H) 

( ∩
x∈K

B( x，δ( K) ) ) ∩H =

η( K) ∩H = K0

所以 θH ( K) = K0 ． 令 x，y 是 η( K) +中的任意两点．
那么，存在

u∈SX，α( x) ，α( y) ∈Ｒ，xH，yH∈η( K) ∩H．
使得

x = α( x) u + xH，y = α( y) u + yH．
不妨设 0≤α( x) ≤α( y) ． 若 xH = yH，则

‖x － y‖ = α( y) － α( x) ．
因为

y∈η( K) + = η( K) ∩H +η( K) ．
yH∈η( K) ∩H = θH ( K) = θ( K) ∩Hθ( K) ．
所以

δ( K) ≥‖y － yH‖ = α( y) ≥α( y) － α( x) =‖x － y‖．
若 xH≠yH，则

‖y － x‖ =‖( α( y) － α( x) ) u + yH － xH‖，
因为 η( K) +是凸集，所以
( α( y) － α( x) ) u + yH∈［yH，y］η( K) +，

又因为

xH∈η( K) ∩H = θH ( K) = θ( K) ∩Hθ( K) ，

所以‖x － y‖≤δ( K) ． 因此 δ( η( K) + ) ≤δ( K) ． 因
为 Kη( K) +，所以 δ( K) ≤δ( η( K) + ) ．综上可知
δ( K) = δ( η( K) + ) ．
类似的，我们可以证明: δ( K) = δ( η( K) － ) ．
因此 K满足 ( dc) ．
推论 1 令 X是一个 Banach空间，H是 X的一

个包含原点的闭超平面，KH 是一个至少包含两
点的有界闭集． 若 K满足如下条件:

1) K满足式( 3) ;
2 ) 存在一点 u ∈ SX，使得 H ⊥Bu ( 见文

［9 － 17］) ，
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则 K满足( dc) ．
证明:任取点 x∈η( K) ，都存在 α( x)∈Ｒ，xH∈H

使得 x = α( x) u + xH． 假设
xHη( K) ∩H，

那么，存在一点 z∈K使得‖xH － z‖ ＞ δ( K) ． 从而
‖x － z‖ =‖α( x) u + xH － z‖≥‖xH － z‖ ＞ δ( K) ，
这与 x∈η( K) 矛盾． 故 xH∈η( K) ∩H． 由定理 1 可
知，K满足( dc) ．
定理 2 令 X是一个 Banach 空间，H是 X 的一

个包含原点的闭超平面，KH 是一个至少包含两
点的有界闭集． 若 K满足 ( dc) ，则 K满足式( 3) ．
证明: 因为

Kη( K) ∩Hη( K) +，
且 K满足( dc) ，所以 δ( η( K) ∩H) = δ( K) ． 显然有

θ( K) ∩HθH ( K) ，
假设存在

w∈θ H ( K) \ ( θ( K) ∩H) ，
那么，存在一点 z∈η ( K) 使得‖ z － w‖ ＞ δ ( K) ．
因为

w∈θH ( K) = ( ∩x∈ηH( K)
B( x，δ( K) ) ∩H) 

( ∩
x∈K

B( x，δ( K) ) ) ∩H = η( K) ∩H，

所以

max{ δ( η( K) + ) ，δ( η( K) － ) } ＞ δ( K) ，
这与 K满足 ( dc) 矛盾． 故 θ( K) ∩H = θH ( K) ． 因
此 K满足式( 3) ．
定理 3 设 X 是一个严格凸的 Banach 空间，

ε0 ( X) ≤1，H是 X的一个包含原点的闭超平面． 若
K是 H中的一个等宽集，则 K满足式( 3) 和式( 4) ．
证明: 因为 K是 H中的一个等宽集，所以 K是

H中的一个完备集． 从而 K = η( K) ∩H．
又因为

θ( K) ∩Hη( K) ∩H = Kθ( K) ∩H，
所以

η( K) ∩H = K = θ( K) ∩H，
因此

θH ( K) = ∩
x∈ηH( K)
( B( x，δ( K) ) ∩H) =

( ∩
x∈K

B( x，δ( K) ) ) ∩H =

η( K) ∩H = θ( K) ∩H．
设 x，y是 η( K) +中任意两点．
若 x － y∈H，则由文［18］中的命题 5 可知，存

在两点 s，t∈K，使得

t － s = δ( K) x － y
‖x － y‖

又由文［19］的命题 7 和 X是严格凸的，有
‖x － y‖ +‖s － t‖ ＜‖x － s‖ +‖y － t‖≤2δ( K) ，
故‖x － y‖ ＜ δ( K) ． 令 o'和 o分别为［x，y］和［t，s］

的中点，u = o － o'
‖o － o'‖

，

xH = o + 1
2 ‖x － y‖ t － s

‖t － s‖

yH = o － 1
2 ‖x － y‖ t － s

‖t － s‖
那么，

xH∈( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H
yH∈( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩H
xH，yH∈［s，t］η( K) ∩H

若 x － yH，则我们不妨设射线［x，y ＞与 H交

于一点 z． 如果 z∈K，取 u = z － x
‖z － x‖
，那么，

( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H = ( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩H =
{ z}Kη( K) ∩H．
接下来证 zK 的情况． 因为 X 严格凸且自反，所
以 z在 K中存在唯一的最近点 u0 ( 见文［20］) ． 不
难证明:

int( B( z，‖z － u0‖) ) ∩K = ．
由文［20］可知，一定存在 f∈SX* 使得

f( u0 ) ≥inf{ f( w) : w∈B( z，‖z － u0‖) }≥
sup{ f( w) : w∈K}≥f( u0 ) ．

从而

f( u0 ) = sup{ f( w) : w∈K} =
inf{ f( w) : w∈B( z，‖z － u0‖) } ．

因为 X是自反的且 K是 X的一个有界闭凸集，
则存在一点 v0∈K使得

f( v0 ) = inf{ f( w) : w∈K} ．
又因为 K是 H中的一个等宽集，所以
δ( K) ≥‖u0 － v0‖≥f( u0 ) － f( v0 ) = δ( K) ．
因此‖u0 － v0‖ = δ( K) ． 接下来我们证明 u0∈

［z，v0］． 令

s =
z － u0

‖z － u0‖
， t =

u0 － v 0

‖u0 － v 0‖
那么，

f( s) = f
z － u0

‖z － u0
( )‖ =

1
‖z － u0‖

( f( z) － f( u0 ) ) =

1
‖z －u0‖
( f( z) －inf{ f( w) :w∈B( z，‖z －u0‖) } ) =

1
‖z － u0‖

sup{ f( z － w) : w∈B( z，‖z － u0‖) } =
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sup f z － w
‖z － w( )‖ : z － w

‖z － w‖∈{ }B =‖f‖ = 1，

f( t) =
f( u0 － v0 )
‖u0 － v0‖

= 1，

因为 X是严格凸的，所以 s = t． 因此，存在 α ＞ 0 使
得

u0 － v0 = α( z － u0 ) ，

从而

u0 =
1

1 + α
v0 +

α
1 + α

z∈［z，v0］，

记

y + ＜ u0，v0 ＞∩η( K) + =［s1，s2］，
s1 － s2

‖s1 － s2‖
=

u0 － v0
‖u0 － v0‖

，

o'和 o分别为［u0，v0］和［s1，s2］的中点．令

u = o' － o
‖o' － o‖

，s'1 = s1 + o' － o，s'2 = s2 + o' － o，

那么，

‖s'1 － o'‖ =‖s'2 － o'‖ ＜ 1
2 δ( K) ，

故

s'1，s'2∈［s'1，s'2］［u0，v0］η( K) ∩H，
如果 x不在 ＜ s1，s'1 ＞和 ＜ s2，s'2 ＞之间． 令 s3 为 ＜
x，s'2 ＞与 ＜ s1，s2 ＞的交点． 那么，

s3［s1，s2］，
因为 η( K) 是凸集，所以

s3∈［x，s'2］η( K) ，
但是

s3∈ ＜ s1，s2 ＞∩η( K) =［s1，s2］，
产生矛盾．从而 x一定位于 ＜ s1，s'1 ＞和 ＜ s2，s'2 ＞之
间．因此
( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H［s'1，s'2］η( K) ∩H，

类似的，我们可以证明: x，y∈η( K) －，u∈
SX，s． t．
≠( x + ＜ －u，u ＞)∩H，( y + ＜ －u，u ＞)∩Hη(K)∩H．
故 K满足式( 3) 和式( 4) ．
定理 4 令 X是一个 Banach空间，H是 X的一

个包含原点的闭超平面． 若 K是 H中的一个球，则
K满足式( 3) 和式( 4) ．
证明: 因为 K是 H中的一个球，所以 K是 H中

的一个完备集． 接下来 K 满足( 3 ) 式的证明过程类
似于定理 3 中 K满足( 3) 式的证明过程． 记 K 的球
心为 p，半径为 γ． 设 x，y是 η( K) +中的任意两点．
若 x － y∈H，令

t = p + γ x － y
‖x － y‖

，s = p － γ x － y
‖x － y‖

．

那么，

t，s∈K，t － s = δ( K) x － y
‖x － y‖

，

从而

‖x － y‖ +‖t － s‖≤‖x － s‖ +‖y － t‖≤2δ( K) ，
故

‖x － y‖≤δ( K) ，
令 o为［x，y］的中点，

u = p － o
‖p － o‖

，xH = p + 1
2 ‖x － y‖ t － s

‖t － s‖
，

yH = p － 1
2 ‖x － y‖ t － s

‖t － s‖
．

那么，

xH∈( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H，yH∈( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩H，
从而

xH，yH∈［s，t］η( K) ∩H，
若 x － yH． 则我们不妨设射线［x，y ＞与 H交于点
z． 如果 z∈K，取

u = z － x
‖z － x‖
，

那么，

( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H = ( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩H =
{ z}Kη( K) ∩H．
接下来我们证 zK的情况． 令

u0 = p + γ z － p
‖z － p‖
，u0 = p － γ z － p

‖z － p‖
．

y + ＜ u0，v0 ＞∩η( K) + =［s1，s2］，
s1 － s2

‖s1 － s2‖
=

u0 － v0
‖u0 － v0‖

．

o为［s1，s2］的中点，

u = p － o
‖p － o‖

，s'1 = s1 + p － o，s'2 = s2 + p － o．

那么，

u0，v0∈K，‖s'1 － p‖ =‖s'2 － p‖≤γ，
因此

s'1，s'2∈［s'1，s'2］［u0，v0］η( K) ∩H，
类似于定理 3 中的证明过程，有
( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H［s'1，s'2］η( K) ∩H．

类似的，我们可以证明: x，y∈η( K) －，u∈
SX，s． t．

≠( x + ＜ － u，u ＞ ) ∩H，
( y + ＜ － u，u ＞ ) ∩Hη( K) ∩H．

故 K满足式( 3) 和式( 4) ．
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