
第 22 卷 第 1 期
2017 年 2 月

哈 尔 滨 理 工 大 学 学 报
JOUＲNAL OF HAＲBIN UNIVEＲSITY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY

Vol. 22 No. 1
Feb. 2017

小样本情况下参数区间估计的改进方法
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摘 要:小样本情况下实验数据的概率分布较难确定，传统小样本估计方法无法提供准确的参

数估计;针对工程上常用的 Bayes Bootstrap方法对小样本可靠性参数估计仅仅是原样本的重复，在
参数区间估计上精度不够高的问题;在不改变原样本数据的基础上，依据时间序列将原样本分组并

扩充，对扩充后的样本进行参数点估计和区间估计，提出针对小样本情况下参数区间估计的改进方

法，给出了改进方法的算法。运用蒙特卡罗仿真方法进行建模仿真，结合具体算例分析，验证新方
法对小样本情况下参数的区间估计精度有显著提高。
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Abstract: Because it is difficult and complex to determine the probability distribution of small samples，it is
improper to use traditional probability theory to process parameter estimation for small samples. Bayes Bootstrap
method is always used in the project. Although，the Bayes Bootstrap method has its own limitation，In this article
an improvement is given to the Bayes Bootstrap method，This method extended the amount of samples by numerical
simulation without changing the circumstances in a small sample of the original sample. And the new method can
give the accurate interval estimation for the small samples. Finally，by using the Monte Carlo simulation to model
simulation to the specific small sample problems. The effectiveness and practicability of the Improved-Bootstrap
method was proved.
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0 引 言

样本容量 n≤30 在工程上一般被认为是小样
本．如果是正态分布，小样本的样本量界定可能更

小，甚至小于 10。随着高新技术在武器系统中的广
泛应用，武器装备是否能保证每次成功完成任务与

其可靠性直接相关，因此，可靠性是衡量装备性能

的一个重要指标; 导致在研制武器装备的过程中，其

精度及可靠度要求越来越高; 使得技术更复杂，造



价更昂贵成为整个研制系统的大趋势。特别是某些
破坏性试验，一次实验往往要付出巨大的代价［1］。
针对这类试验的传统鉴定方法已不再适用。因为传
统鉴定方法是以经典统计理论为基础的［2］，也就意

味着较大的样本量必不可少，而昂贵的武器装备从

安全以及节约的方向考虑，显然不适合进行大量

试验。
从统计学角度分析，武器装备的可靠性研究是

参数估计的范畴，是参数估计的具体实例。目前，工
程上已经积累了不少方法来处理小样本问题［3 － 6］，

根据有无先验信息这点进行界定，它们大致可以被

分为两大类: 一类是以 Bayes 方法为代表的传统估
计方法。该方法仅利用原始积累实验数据也即历史
信息来估计参数。另一类是以 Bootstrap 和 Bayes
Bootstrap方法为代表的方法。该方法仅仅利用当前
实验数据，在样本量较小的情况下，可以对参数进行

比较准确的估计。
本文先介绍 Bayes Bootstrap方法的基本思想和

基本步骤; 随后分析该方法的不足之处，针对不足提

出改进意见; 最后通过具体算例验证改进方法的可

行性。

1 小样本参数估计 Bayes Bootstrap方法

1. 1 Bayes Bootstrap 方法的基本步骤
定义 1 观测样本 X = ( x1，x2，…，xn ) 为总体样

本，其样本量是有限的，称该样本为原生样本，设 xi

～ F( x) ，i = 1，2，…，n，F( x) 未知，则这些原生样本
构造的经验分布函数为

Fn ( x) =

0 x ＜ x ( 1)
k /n x ( k)≤x ＜ x ( k + 1)
1 x≥x ( n

{
)

( 1)

式中: x ( 1) ≤x ( 2) ≤…≤x ( n) 是顺序统计量，是按 x1，
x2，…，xn 从小到大的排序后得到的。
步骤 1: 假设 θ = θ( F) 是总体的某个参数( 例如

均值或方差) ，θ^ = θ^ ( Fn ) 是总体参数 θ 的估计
值，记:

θ^( Fn ) － θ( F) = Tn = Ｒ( X，F) ( 2)
Tn 即为 θ的估计误差，易知，Tn 是随机变量是 X，F
的函数;

步骤 2: 从 Fn 中抽取 N组样本，方法如下:
1) 取自具有 Dirichlet分布的随机变量 ViVi = Ui

－ Ui － 1 ( i = 1，2，…，n) ，其中，U1，U2，…，Un － 1为来自

( 0，1) 均匀分布的随机数，令 U0 = 0，Un = 1。则 V1

+ V2 +… + Vn = 1;
2) 这 N组重抽样样本即为: X* ( j) = ( x*1 ，x

*
2 ，

…，x*n ) ，j = 1，2，…，N，此再生样本称为自助样本。

其中，x*i =∑
n

i = 1
Vix ( i) ; 因此，每进行一次计算机抽样，

就可以得到一组 Vi，相应的就可以得到一个再抽样

样本 x*i ;
步骤 3: 计算下式中的 Ｒn，

θ^( F*
n ) － θ

^
( Fn ) = Ｒn = Ｒ* ( X* ，Fn ) ( 3)

式中 F*
n 是自助样本的经验分布函数。易知，Ｒn 是

随机变量是 X* ，Fn 的函数。借助计算机进行多次
抽样，可以得到 Ｒn 的概率分布;

步骤 4: 利用式( 3 ) 中 Ｒn 的分布近似式( 2 ) 中

Tn 的分布，可得 θ( F) ≈θ^( Fn ) － Ｒn，计算机模拟 N
次抽样( N可以取 10000 或者更大) ，就可以得到 N
个 θ( F) ，未知参数的 θ 的分布、特征值就可用相应
的统计方法求出。
重复步骤 2 ～ 4，逐步得到所求参数的平稳值。

1. 2 Bayes Bootstrap 方法的算法实现
传统方法对未知参数均值 μ的估计如下:
定理 1［2］ 设总体 X ～ N ( μ，σ2 ) ，样本为 X1，

X2，…，Xn，X
－
，( S* ) 2 分别为样本均值和样本修正方

差，设已给定置信水平为 1 － α，则 μ 的点估计和置
信水平为 1 － α的置信区间分别为:

μ̂ = X
－
，( X

－
－ t α

2
( n － 1) S

*

槡n
，X

－
+ t α

2
( n － 1) S

*

槡n
) ( 4)

Bayes Bootstrap方法的算法实现:
1) 计算机模拟抽样 N次，得到 N组数据Ｒn ( i) ，

i = 1，2，…，n。
2) 算出 Ｒn ( i) 在置信水平为 1 － α 的情况下的

最大值 Ｒn ( max) ，最小值 Ｒn ( min) ，均值 Ｒ
－
n，满足:

Ｒ
－
n =

1
N∑

N

i = 1
Ｒn ( i) ( 5)

P( Ｒn ( max) ＜ Ｒn ＜ Ｒn ( min) ) = 1 － α ( 6)
用 Ｒn 近似 Tn，由式( 4) 可计算出 μ 的置信水平为 1
－ α的置信区间为:

( X
－
+ Ｒn ( min) ，X

－
+ Ｒn ( max) ) 。参数 μ 的估计

值为 μ̂ = X
－
+ Ｒ

－
n。

1. 3 Bayes Bootstrap 方法的分析
根据 1. 1 的介绍可知 Bayes Bootstrap 方法没有

添加任何样本以外的信息，仅仅是在原样本的基础

上的重复抽样，对样本点进行了一定的修正，并且扩
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大了样本容量对原有参数进行估计。据已有的成
果［4 － 7］，小样本情况下( 样本量为 10 ) ，Bayes Boot-
strap 方法明显优于经典统计法，不仅在参数点估计
更接近真实值，并且得到的估计置信区间更短［8］。
研究中发现，Bayes Bootstrap 方法对 Dirichlet

分布和原生样本依赖性较大［9］。另外，Bayes Boot-
strap 方法的再生样本是取自 Dirichlet 分布随机数
与原样本的加权平均，在( 0，1 ) 区间生成一序列的
随机数结果有多种可能，一旦生成的随机数均匀性

不好就会导致实验结果出现很大差别。鉴于以上局
限性，有专家学者对 Bayes Bootstrap 方法提出了改
进意见，一是对经验函数提出改进意见，重新构造更

为合理的经验分布函数［7］; 二是对小样本的 Boot-
strap 抽样方法进行改进，目的在于调整抽样方法，
增大样本容量［3］。在具体工程问题中，这些改进方
法都有较好的适应性［9］。
为了更好地进行估计，本文进一步提出对 Bayes

Bootstrap方法的改进措施，即对原生样本按时间序
列分组，每组利用插值法增大样本容量，从而对原小

样本的数据进行了扩充，将小样本数据变成较小样

本数据，这部分内容也是本文的创新点。最后用
Bayes Bootstrap思想重抽样对未知参数进行估计，从
而在样本量一定的情况下减少误差提高精度。
下面介绍改进方法的基本步骤和算法实现。

2 改进 Bayes Bootstrap 方法介绍

2. 1 改进方法的基本步骤
定义 2 假设 X1，． ． ．，Xn 是来自总体的按时间

序列的简单随机小样本，按照样本来源的时间顺序

将 n个数据分为 K 组，每组数据长度为 h，( 假设 n
可以整除 h ) ，那么，B1 = ( X1，． ． ．，Xh ) ，…，BK =
( XK，． ． ．，Xn ) ，其中 Bi 表示第 i 组数据。这 n /h 个
数据组拼接在一起的样本量大小仍为 n。
拆分之后对这 K 组数据进行重抽样，步骤

如下:

步骤 1: 将 B1 = ( X1，． ． ．，Xh ) 中的数据按从小

到大的顺序排列，排列好的数据为: ( X ( 1) ，X ( 2) ，…，
X ( h) ) ，对顺序统计量 X ( i) 的观测值 x ( i) 做如下邻域:
U1 =［x( 1) － ( x( 2) － x( 1) ) /p，x( 1) + ( x( 2) － x( 1) ) /p］
Ui =［x( i) － ( x( i) － x( i － 1) ) /p，x( i) + ( x( i + 1) － x( i) ) /p］

i = 2，． ． ．，n － 1
Uh =［x( h) － ( x( h) － x( h － 1) ) /p，x( h) + ( x( h) － x( h － 1) ) /p










］

( 7)

这里 p≥2。
步骤 2: 在邻域 U1 =［x ( 1) － ( x ( 2) － x ( 1) ) / p，x ( 1)

+ ( x ( 2) － x ( 1) ) / p］中取得 x ( 0) ，在邻域 Uh =［x ( h) －
( x ( h) － x ( h － 1) ) / p，x ( h) + ( x ( h) － x ( h － 1) ) / p］中取得
x ( h + 1) ; 由此将第一组样本量扩充为 h + 2 个。
步骤 3: 重复步骤 1 ～ 2，依次将 K组数据进行样

本量扩充，扩充后样本容量即增加为 n + 2K个。
步骤 4: 将 K 组扩充后的样本合并作为再生样

本，运用 Bayes Bootstrap 方法针对该再生样本求参
数的点估计和区间估计。
2. 2 改进 Bayes Bootstrap方法的算法实现

1) 将扩充后样本容量为 n + 2K 个样本进行计
算机模拟抽样 N次，得到 N 组数据 Dn ( i) ，i = 1，2，
…，n。

2) 算出 Dn ( i) 在置信水平为 1 － α 的情况下的

最大值 Dn ( max) ，最小值 Dn ( min) ，均值 D
－
n，满足:

D
－
n =

1
N∑

N

i = 1
Dn ( i) ( 8)

P( Dn ( max) ＜ Dn ＜ Dn ( min) ) = 1 － α ( 9)
用 Dn 近似 2) 中的 Tn，由式( 4 ) 可计算出 μ 的

置信水平为 1 － α的置信区间为

( X
－
+ Dn ( min) ，X

－
+ Dn ( max) ) 。参数 μ 的估计

值为 μ^ = X
－
+ D

－
n。

2. 3 改进方法计算机建模仿真流程图

图 1 改进方法仿真流程图

3 算例

前面介绍了小样本参数估计的传统方法和
Bayes Bootstrap 方法，本文提出了基于 Bayes Boot-
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strap 方法的改进意见并给出了仿真流程，下面通过
具体实例来比较 3 种方法在实际问题中的适应性，
验证改进方法的优越性。
例 计算机生成服从正态分布 N( 2，0. 5) 的 10

个随机数 1. 7837，1. 1672，2. 0627，2. 1438，1. 4268，
2. 5955，2. 5946，1. 9812，2. 1636，2. 0873，取置信度
1 － α = 0. 95，分别用传统小样本估计方法、Bayes
Bootstrap方法以及改进 Bayes Bootstrap 方法对参数
μ作点估计和区间估计。
解: 用传统方法计算，根据式( 4) 可得 μ 的点估

计 μ^ = 2. 006，μ 的置信度为 0. 95 的置信区间为

［1. 7388，2. 2625］。由于 n = 10 是小样本数据，考
虑运用 Bayes Bootstrap 方法和改进 Bayes Bootstrap
方法对 μ进行估计，方法如下:
构造并产生 N = 10 000 组自助统计量( 可以更

大) ，根据式( 5 ) 、( 6 ) ，运用 Bayes Bootstrap 方法得
到参数 μ的点估计值和区间估计［10 － 11］( 见表 1 ) ，μ
的参数分布如图 2 所示。根据改进方法增大样本容
量的思想，可将原样本数据分为 2 组，运用式( 8 ) 、
( 9) ，改进 Bayes Bootstrap方法得到 μ的估计值和区
间估计( 见表 1) ，μ的参数分布如图 3 所示。

图 2 Bayes Bootstrap方法的参数分布图 图 3 改进 Bayes Bootstrap方法的参数分布图

表 1 评估结果比较表

方法
参数点估计 置信区间

估计值 期望值 误差 估计值 区间长度

经典统计方法 2. 006 0 2. 0 0. 006 ［1. 738 8，2. 262 5］ 0. 523 7

Bayes Bootstrap 方法 2. 003 1 2. 0 0. 003 1 ［1. 999 9，2. 006 3］ 0. 006 4

改进 Bayes Bootstrap方法 2. 002 1 2. 0 0. 002 1 ［1. 999 7，2. 004 5］ 0. 004 8

4 改进方法的评价

鉴于原 Bayes Bootstrap 方法对原始数据及
Dirichlet 分布的依赖性较大，在样本量较小情况下
很难得到满意的估计，改进方法在以下方面克服了

原方法的不足: 第一，先将样本按时间序列分组，在

每一组中重构顺序统计量，克服了 Bayes Bootstrap
方法中再生样本数据向中间点集中的趋势; 第二，调

整了抽样方法从而扩展了样本容量，将每一组的样

本容量都进行了扩充，并且将最大最小顺序统计量

延拓至非观测点，极大地降低了再生样本与原样本

的相似性。

5 结 论

表 1 的数据显示，改进方法对参数 μ 的点估计
与原方法相差不大。而在相同置信度的情况下对参
数 μ的区间估计精度明显比 Bayes Bootstrap 方法更
好，原因是改进方法对样本的延拓必然增大了样本

信息，从理论上讲，在置信度一定的情况下，提高区

间估计精度只能依靠增加样本容量［12］，所以，改进

方法的实际建模效果与统计学原理也是一致的。
本文并未对参数 σ 进行估计，那么，改进方法

对参数 σ是否也具有良好的适应性还有待进一步
研究。
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