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定义在复模糊数上的复模糊值函数的收敛性

毕淑娟， 徐亚兰， 曹 辉
( 哈尔滨学院 信息工程学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:把所有的关于 y轴对称的模糊数都定义为零模糊数，在此基础之上给出了复模糊值函
数的极限定义，并研究复模糊值函数的收敛性。得到了一系列关于收敛的复模糊值函数极限的结
论，包括复模糊值函数的极限是唯一的，收敛的复模糊值函数具有局部有界性和局部保号性，以及

复模糊值函数极限的线性运算性质;给出了复模糊值函数的收敛判别法，柯西收敛准则。此复模糊
值函数是定义在复模糊数集 F( C) 上取值于 F( C) ( 所有的复模糊数的集合) 中的复模糊数的函数。
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Convergence of Complex Fuzzy-valued Function Defined
in Complex Fuzzy Number

BI Shu-juan， XU Ya-lan， CAO Hui
( School of Information Engineering，Harbin Institute，Harbin 150080，China)

Abstract: The author defines all fuzzy number which are symmetric respect to y-axis as zero fuzzy number，on
the basis，the author defines the limitation of complex fuzzy-valued function and discusses the properties of
convergence. This pater obtains a series of results about limited complex fuzzy -valued function，including the
limitation of complex fuzzy-valued function is unique， the limited complex fuzzy-valued function has local
boundedness and local protection，as well as the linear operation properties of the limitation. Furthermore，the
convergence criterion and the Cauchy convergence criterion of complex fuzzy-valued function are given. In this
paper，it is shown that the complex fuzzy-valued function is defined in a complex fuzzy set F( C) which valued the
complex fuzzy number in F( C) ( set of all complex fuzzy number) .
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模糊实数及复模糊数的发展对于模糊规划、模
糊决策等的研究产生了很大的影响，因此完善模糊

实数及复模糊数领域的研究具有深远的意义［1 － 8］。
自 1975 年 A。Kaufmann 提出模糊数的概念，在通
常模糊数的序关系意义下，人们对模糊数、复模糊数

的研究已做了许多工作［9 － 13］。在文［14］中 MA-
GASSY Ousmane，WU Cong Xin。研究了复模糊函
数的收敛性质，其中模糊数的距离定义为 D ( 珔a，珋b)
= sup

λ∈［0，1］
max a －

λ － b －
λ ，a

+
λ － b +{ }λ 。而本文是在



文献［15］中所定义的模糊距离意义下，对复模糊值
函数的收敛性质进行了新的研究，此研究的前提是

把所有关于纵向对称的模糊数都认为是等同的前提

下提出的。许多实际问题中往往可以不考虑这种纵
向对称的模糊性现象，因此可以为实际问题的研究

提供更有效的数学模型。

1 模糊数的概念

定义 1［16］ 我们称 u～ : Ｒ→ 0，[ ]1 为模糊数是指
r∈ 0，[ ]1 ， u[ ]～ r 为非空有界闭区间 u～ －

r ，u～
+[ ]r ，其

中［u～］r = { x∈Ｒ: u～ ( x ) ≥ r } ，r∈ ( 0，1］，［u～］0 =

{ x∈Ｒ: u～ ( x) ＞ 0}。所有模糊数的集记做 E1。
对于实数 a，我们定义 a所相应的模糊数由

a～ ( x) =
1，x∈［min 0，2{ }a ，max 2a，{ }0 ］
0，x［min 0，2{ }a ，max 2a，{ }0{ ］

确定。显然
a≥0，［a～ －

r ，a～
+
r ］=［0，2a］( r∈［0，1］) ，

a ＜ 0，［a～ －
r ，a～

+
r ］=［2a，0］( r∈［0，1］) 。

设 a～∈E1，对任意 r∈［0，1］，令

α( r) =
a～ －

r a～ －
r + a～ +

r ≥0

－ a～ +
r a～ －

r + a～ +
r

{ ＜ 0
，

β( r) =
a～ +

r a～ －
r + a～ +

r ≥0

－ a～ －
r a～ －

r + a～ +
r

{ ＜ 0

定义 2［15］ 称由区间族{ ［α( r) ，β( r) ］，r∈［0，
1］} 所确定的模糊数为模糊数 a～ 的绝对值，记
作 a～ 。

定义 3［15］ 对 a～，b
～
∈E1，称 a～≤b

～
当且仅当 a～ －

r

+ a～ +
r ≤b

～ －
r + b

～ +
r ( r∈［0，1］) 。称 a～ = b

～
当且仅当

a～≤b
～
，且 b

～
≤a～。

定义 4［15］ a～∈E1，当且仅当 a～ －
r + a～ +

r = 0 ( r

∈［0，1］) ，称 a～ 为零模糊数，记为 0
～
。

定理 1［15］ 设 a～，b
～
∈E1，则

1) | a～ |≥0
～

2) | a～ |≤b
～
 － b

～
≤a～≤b

～
( b

～
≥0

～
)

3) ε ＞ 0，若 | a～ | ＜ ε，则 a～ = 0
～

4) | a～ + b
～
|≤ | a～ | + | b

～
|

5) | a～ － b
～
|≥ | a～ | － | b

～
|

6) k∈Ｒ，| k( a～ － b
～
) | = | k | | a～ － b

～
|

2 复模糊数的概念

定义 5［17］ 设 a～，b
～
∈E1，C是复数集，我们定义

( a～，b
～
) : C→［0，1］，z = x + iy→a～ ( x) ∧b

～
( y) ，

x，y∈Ｒ

那么( a～，b
～
) 称为 C上的复模糊数。a～，b

～
分别称

为( a～，b
～
) 的实部与虚部，记c～～ = ( a～，b

～
) ，a～ = Ｒe c～～，b

～
=

Im c～～，或c～～ = ( Ｒe c～～，Im c～～ ) 。所有复模糊数的集合记
为 F( C) 。
定义 6［18］ 复模糊数空间中的加减与数乘定

义如下: c～～ 1，c～
～
2∈F ( C) ，c = a + bi∈C，c～～ 1 ± c～～ 2 =

( Ｒe c～～ 1 ± Ｒe c～～ 2，Im c～～ 1 ± Im c～～ 2 ) ∈F( C) ，cc～～ = ( aＲe c～～，

bIm c～～ ) ∈F( C)
定义 7［19］ 对c～～ 1，c～

～
2∈F( C) ，称 c～～ 1≤ c～～ 2 当且仅

当 Ｒe c～～ 1≤Ｒe c～～ 2 且 Im c～～ 1≤Im c～～ 2。称c～
～
1 = c～～ 2 当且仅

当c～～ 1≤ c～～ 2，且 c～～ 2≤ c～～ 1。称 c～～ 1 ＜ c～～ 2，当且仅当 Ｒe c～～ 1≤
Ｒe c～～ 2 且 Im c～～ 1 ＜ Im c～～ 2，或 Ｒe c～～ 1 ＜ Ｒe c～～ 2 且 Im c～～ 1≤
Im c～～ 2。

定义 8［20］ 对 c～～ 1，c～
～
2∈F( C) ，两个复模糊数的

距离 d( c～～ 1，c～
～
2 ) 或 | c～

～
1 － c～～ 2 |定义为

d( c～～ 1，c～
～
2 ) = | c～～ 1 － c～～ 2 | =

1
2 ( Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2 +

Im c～～ 1 － Im c～～ 2 )

定理 2［20］ c～～ 1，c～
～
2，c～

～
3，c～

～
4∈F( C) ，则有

1) 非负性 d( c～～ 1，c～
～
2 ) ≥0

～
，d( c～～ 1，c～

～
2 ) =

0
～
c～～ 1 = c～～ 2

2) 对称性 d( c～～ 1，c～
～
2 ) = d( c～～ 2，c～

～
1 )

3) 三角不等式 d( c～～ 1，c～
～
2 ) ≤d( c～～ 1，c～

～
3 ) + d( c～～ 3，

c～～ 2 ) 。

4) ( 平移不变性) d ( c～～ 1 ± c～～ 2，c～
～
1 ± c～～ 3 ) = d ( c～～ 2，

c～～ 3 ) ，d( c～
～
1 － c～～，c～～ 2 － c～～ ) = d( c～～ 1，c～

～
2 )

5) 若c～～ 1≤ c～～ 2≤ c～～ 3，则 d ( c～～ 1，c～
～
2 ) ≤d ( c～～ 1，c～

～
3 ) ，d

( c～～ 2，c～
～
3 ) ≤d( c～～ 1，c～

～
3 )

6) 若c～～ 1≤c～～ 3≤c～～ 2，c～
～
1≤ c～～ 4≤ c～～ 2，则 d( c～～ 3，c～

～
4 ) ≤d

( c～～ 1，c～
～
2 )

定理 3  c～～ 1，c～
～
2∈F ( C) ，则有 c～～ 1 － c～～ 2 ≤

c～～ 1 － c～～ 2 ≤ c～～ 1 + c～～ 2
证明

c～～ 1 － c～～ 2 =
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1
2 Ｒe c～～ 1 + Im c～～( )1 － 1

2 Ｒe c～～ 2 + Im c～～( )2 =

1
2 Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～( )2 + Im c～～ 1 － Im c～～( )[ ]2 ≤

1
2 Ｒe c～～ 1 ± Ｒe c～～ 2 + Im c～～ 1 ± Im c～～( )2 =

| c～～ 1 ± c～～ 2 | | c～
～
1 － c～～ 2 | =

1
2 Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2 + Im c～～ 1 － Im c～～( )2 ≤

1
2 Ｒe c～～ 1 + Ｒe c～～( )2 + Im c～～ 1 + Im c～～( )[ ]2 =

c～～ 1 + c～～ 2
因此 c～～ 1 － c～～ 2 ≤ c～～ 1 － c～～ 2 ≤ c～～ 1 + c～～ 2
定理 4  c～～ 1，c～

～
2∈F ( C) ，若 c～～ 1 － c～～ 2 ≤ε，则

c～～ 1 － c～～ 2 = 0
～
或c～～ 1 = c～～ 2。

证明: c～～ 1 － c～～ 2 = 1
2 Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2( +

Im c～～ 1 － Im c～～ )2 ≤ε
则 Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2 ≤ Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2( +

Im c～～ 1 － Im c～～ )2 ≤2ε

所以 Ｒe c～～ 1 － Ｒe c～～ 2 = 0
～
或 Ｒe c～～ 1 = Ｒe c～～ 2

同理 Im c～～ 1 － Im c～～ 2 = 0
～
或 Im c～～ 1 = Im c～～ 2

因此c～～ 1 － c～～ 2 = 0
～
或c～～ 1 = c～～ 2。

定义 9［20］ 设{ c～～ n } F ( C) ，c～～∈F ( C) ，若ε
＞ 0，存在正整数 N，使得 n≥N 时，| c～～ n － c～～ | ＜ ε，则
称 c～～{ }n 收敛于c～

～，记作lim
n→&

c～～ n = c～～，或c～～ n→c～～ ( n→&) 。

定理 5［19］ 若c～～ n→ c～～ ( n→&) ，c～～ '
n→ c～～ ' ( n→∞ ) ，

如果对于任意 n∈N，有c～～ n≤c～～ '
n，则c～

～≤c～～ '。

定理 6［20］ 若c～～ '
n≤ c～～ n≤ c～～ ″

n，且 c～～ '
n→ c～～ ( n→∞ ) ，

c～～ ″
n→c～～ ( n→∞ ) ，则c～～ n→c～～ ( n→∞ ) 。

定理 7［20］ ( 柯西收敛准则) 复模糊数列{ c～～ n }

收敛ε ＞ 0，N∈ N，n ＞ N，P ＞ N，有
c～～ n + p － c～～ n ＜ ε。

3 复模糊值函数的收敛性

设有复模糊数集 F ( C) ，瓘 F ( C) ，若存在对
应关系 f，使得c～～∈瓘，有 z～～∈F( C) 与之对应，则称
f为定义在复模糊数集 A 上的复模糊值函数，记为 z～～

= f( c～～ ) 。
定义 10 有复模糊值函数 f( c～～ ) ，若对任意实数

ε ＞ 0，存在实数 δ ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ时，有 | f( c～～ )

－ B
～～
| ＜ ε，则称 f( c～～ ) 在 c～～ = a～～处存在极限且极限为B

～～
。

记为 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
或 f( c～～ ) →B

～～
( c～～→a～～ ) 。

定理 8 若复模糊值函数 f ( c～～ ) 在a～～处存在极
限，则它的极限是唯一的。

证明: 假设 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) = c～～，则

对任意实数 ε ＞ 0，存在实数 δ1 ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ －

a～～ | ＜ δ1 时，有 | f( c～
～ ) － B

～～
| ＜ ε，

存在实数 δ2 ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ2 时，有 | f( c～
～ )

－ c～～ | ＜ ε，
取 δ = min{ δ1，δ2 } ，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ时，由定理

2 有

|B
～～
－ c～～ |≤ | f( c～～ ) － B

～～
| + | f( c～～ ) － c～～ | ＜ 2ε，由定

理 4 知B
～～
= c～～

所以复模糊值函数 f( c～～ ) 在a～～处若存在极限，则
它的极限是唯一的。
定理 9 若 lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) 和 lim

c～～→ a～～
g ( c～～ ) 均存在，则 lim

c～～→ a～～

f( c～～ ) ± g( c～～[ ]) 也存在，且
lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) ± g( c～～[ ]) = lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) ± lim
c～～→ a～～

g( c～～ )

证明: 设 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，lim

c～～→ a～～
g( c～～ ) = c～～，则

对任意实数 ε ＞ 0，存在实数 δ1 ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ －

a～～ | ＜ δ1 时，有 | f( c～
～ ) － B

～～
| ＜ ε，

存在实数 δ2 ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ2 时，有 | g
( c～～ ) － c～～ | ＜ ε，
取 δ = min{ δ1，δ2 } ，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ时，由定理

3 有

f( c～～ ) ± g( c～～[ ]) － B
～～
± c[ ]～～ ≤ f( c～～ ) － B

～～
+

g( c～～ ) － c～～ ＜ 2ε
所以 lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) ± g( c～～[ ]) = lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) ± lim

c～～→ a～～
g( c～～ )

定理 10 若 lim
c～～→ a～～

f ( c～～ ) 存在，则 lim
c～～→ a～～

cf ( c～～ ) 也存

在，且

lim
c～～→ a～～

cf( c～～ ) = c lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) ( c是复数)

证明: 设 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，c = ( c1，c2 ) ，f( c～

～ ) =

( f1 ( c～
～ ) ，f2 ( c～

～ ) ) ，B
～～
= ( B

～～

1，B
～～

2 )

由已知对任意实数 ε ＞ 0，存在实数 δ ＞ 0，当 0

＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ时，有 | f( c～～ ) － B
～～
| ＜ ε。

cf c( )～～ － c B
～～

= 1
2 ( | c1 f1 c( )～～ － c1 B

～～

1 | +

| c2 f2 c( )～～ － c2 B
～～

2 | ) =
1
2 ( | c1 | | f1 c( )～～ － B

～～

1 | +
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| c2 | | f2 c( )～～ － B
～～

2 | ) 而 | f1 c( )～～ － B
～～

1 |≤ | f1 c( )～～ － B
～～

1 | +

| f2 c( )～～ － B
～～

2 | = 2 | f c( )～～ － B
～～
| ＜ 2ε

| f2 c( )～～ － B
～～

2 |≤ | f1 c( )～～ － B
～～

1 | + | f2 c( )～～ － B
～～

2 | =

2 | f c( )～～ － B
～～
| ＜ 2ε

所以 cf c( )～～ － c B
～～

＜ ( | c1 | + | c2 | ) ε

因此 lim
c～～→ a～～

cf( c～～ ) = c lim
c～～→ a～～

f( c～～ )

定理 11 若 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，则 lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) = B

～～

证明: 由定理 3 有 f( c～～ ) － B
～～
≤ | f( c～～ ) － B

～～

|知定理成立。

定理 12 若 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，则存在 M

～
和 δ0 ＞ 0，

对任意c～～ : 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ0，有 f( c～～ ) ≤M
～
。

证明: 取 ε = 1，δ0 ＞ 0，对任意 c～
～ : 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜

δ0，由定理 2 有

f( c～～ ) ≤ | f( c～～ ) － B
～～
| + B

～～
＜ 1 + B

～～

于是存在 M
～
= 1 + B

～～
，δ0 ＞ 0， c～～ : 0 ＜ | c～～ － a～～

| ＜ δ0，有 f( c～～ ) ≤M
～
。

定理 13 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
存在的必要充分条件是

对任意复数列 c～～{ }n ，且 c～～ n≠a～～，lim
n→&

c～～ n = a～～，有lim
n→&

f( c～～ n )

= B
～～
。

证明:已知 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，对任意实数 ε ＞ 0，存

在实数 δ ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ时，有 | f( c～～ ) － B
～～
| ＜ ε

由c～～ n≠a～～，lim
n→&

c～～ n = a～～，有对上述 δ ＞ 0，存在自然数

N，n ＞ N，有 0 ＜ | c～～ n － a～～ | ＜ δ

从而n ＞ N，有 | f ( c～～ n ) － B
～～
| ＜ ε，即 lim

n→&
f ( c～～ n )

= B
～～

若对任意复数列 c～～{ }n ，且c～
～
n≠a～～，lim

n→&
c～～ n = a～～，有

lim
n→&

f( c～～ n ) = B
～～
。假设 lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) ≠B

～～

即ε ＞ 0，δ ＞ 0， c～～，0 ＜ c～～ － a～～ ＜ δ，有 | f

( c～～ ) － B
～～
|ε( 表示不小于)

取 δ1 = 1，c～～ 1，0 ＜ c～～ 1 － a～～ ＜ 1，有 | f( c～～ 1 ) － B
～～
|

ε

取 δ2 =
1
2 ，c～～ 2，0 ＜ c～～ 2 － a～～ ＜ 1

2 ，有 | f( c～～ 2 ) －

B
～～
|ε

… …

取 δn =
1
n，c～～ n，0 ＜ c～～ n － a～～ ＜ 1

n，有 | f( c～～ 2 ) －

B
～～
|ε
于是，构造出一个复数列 c～～{ }n ，c～

～
n≠a～～，lim

n→&
c～～ n =

a～～，有lim
n→&

f( c～～ n ) ≠B
～～
，与已知矛盾。

定理 14 若 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，lim

c～～→ a～～
g( c～～ ) = c～～，且存在

δ0 ＞ 0，对任意c～
～ : 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ0 有 f( c～～ ) ≤g( c～～ ) ，则

B
～～
≤c～～。

证明: 由 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，lim

c～～→ a～～
g( c～～ ) = c～～知对任意复

数列 c～～{ }n ，且c～
～
n≠a～～，lim

n→&
c～～ n = a～～，有lim

n→&
f( c～～ n ) = B

～～
，lim
n→&

g

( c～～ n ) = c～～。由已知存在自然数 N，n ＞ N，f( c～～ n ) ≤g

( c～～ n ) ，由定理 5 有B
～～
≤c～～

定理 15 若对任意 c～～ : 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ0，有 f( c～～ )

≤g( c～～ ) ≤h( c～～ ) ，且

lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = lim
c～～→ a～～

h( c～～ ) = B
～～
，则 lim

c～～→ a～～
g( c～～ ) = B

～～
。

证明: 由 lim
c～～→ a～～

f ( c～～ ) = lim
c～～→ a～～

h ( c～～ ) = B
～～
，知对任意复

数列 c～～{ }n ，且c～
～
n≠a～～，lim

n→&
c～～ n = a～～，有lim

n→&
f( c～～ n ) =

B
～～
，lim
n→&

h( c～～ n ) = B
～～
。

由已知存在自然数 N，n ＞ N，f( c～～ n ) ≤g ( c～～ n )

≤h( c～～ n ) ，由定理 6 有lim
n→&

g ( c～～ n ) = B
～～
，因此 lim

c～～→ a～～
g ( c～～ )

= B
～～

定理 16 ( 柯西收敛准则) 极限 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) 存在

ε ＞ 0，δ ＞ 0，c～～ 1，c～
～
2 : 0 ＜ | c～～ 1 － a～～ | ＜ δ与 0 ＜ | c～～ 2

－ a～～ | ＜ δ，有 | f( c～～ 1 ) － f( c～～ 2 ) | ＜ ε。

证明:设 lim
c～～→ a～～

f( c～～ ) = B
～～
，则对任意实数 ε ＞ 0，存

在实数 δ ＞ 0，当 0 ＜ | c～～ － a～～ | ＜ δ 时，有 | f( c～～ ) － B
～～
| ＜

ε，当 0 ＜ | c～～ 1 － a～～ | ＜ δ与 0 ＜ | c～～ 2 － a～～ | ＜ δ时，同时有 |

f( c～～ 1 ) － B
～～
| ＜ ε，与 | f( c～～ 2 ) － B

～～
| ＜ ε，所以

| f( c～～ 1 ) － f( c～～ 2 ) |≤ | f( c～～ 1 ) － B
～～
| + | f( c～～ 2 ) － B

～～
|

＜ 2ε
ε ＞ 0，δ ＞ 0，c～～ 1，c～

～
2 : 0 ＜ | c～～ 1 － a～～ | ＜ δ与

0 ＜ | c～～ 2 － a～～ | ＜ δ，有 | f( c～～ 1 ) － f( c～～ 2 ) | ＜ ε。

对复数列 c～～{ }n ，且limn→&
c～～ n = c～～，c～～ n≠ c～～，则对上述 δ

＞ 0，存在自然数 N1，n，m ＞ N1，有 0 ＜ | c～～ n － a～～ | ＜
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δ，0 ＜ | c～～ m － a～～ | ＜ δ，由已知有 | f( c～～ n ) － f( c～～ m ) | ＜ ε，

由定理 7 知 f( c～～ n{ }) 收敛，设lim
n→&

f( c～～ n ) = B
～～
，即

ε ＞ 0，N2 ＞ 0，n ＞ N2 : 有 | f ( c～～ n ) － B
～～
|

＜ ε。
对任意复数列 c～～{ }'

n ，且limn→&
c～～ '
n = c～～，c～～ '

n≠ c～～，则对上

述 δ ＞ 0，存在自然数 N3，n ＞ N3，有 0 ＜ | c～～ '
n － a～～ | ＜

δ，由已知 有 | f( c～～ n ) － f( c～～ '
n ) | ＜ ε。

取 N = max N1，N2，N{ }3 ，n ＞ N，有

| f( c～～ '
n ) － B

～～
|≤ | f( c～～ '

n ) － f( c～～ n ) | + | f( c～～ n ) － B
～～
|

＜ 2ε。

所以复数列 f( c～～ '
n{ }) 收敛，由此知 lim

c～～→ a～～
f( c～～ ) = B

～～
。
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