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素特征域上 sl( 2，1) 和 sl( 1，2) 在广义
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摘 要:主要研究了在素特征域上特殊线性李超代数 sl( 2，1) 和 sl( 1，2) 在广义 Witt李超代数
上的中心化子。通过解线性方程组并对照 gl( 2，1) 和 gl( 2，1) 在奇部和偶部的中心化子，确定了
sl( 2，1) 和 sl( 1，2) 在广义 Witt型李超代数的中心化子。
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0 引 言

李代数是代数学前沿领域中具有重要地位的学

科之一［1］。20 世纪 70 年代初，由于物理学中超对
称性问题研究的需要，李代数被推广到李超代数并

成为一个活跃的研究领域。根据代数基域特征的不

同，李超代数分为模李超代数( 素特征域上的李超

代数) 和非模李超代数 ( 特征零域上的李超代

数) ［2 － 3］。1970 年，前苏联数学家 Kac 完成了特征
零域上的有限维单李超代数的分类［4］。1992 年，
Petrogradski定义了限制李超代数并给出了处理模
李超代数的基本方法［5］。对于模李超代数的研究，
数学和物理学家目前进行的研究都不多，主要原因



在于物理中与其相匹配的模型较少。处理模李超代
数的相关问题需要应用到不同于非模李超代数的技

术手段。Cartan 型模李超代数在模李超代数的研究
中起到极其重要的作用［6 － 9］，这是因为模李超代数

和非模李超代数的主要区别体现在 Cartan 型上。
已知的八类 Cartan 型模李超代数的导子超代数可
通过同调代数的手法统一解决［10］。近期关于有限
维 Cartan型模李超代数的结构与表示方法被广泛
研究并取得一定进展［11 － 17］。中心化子起源于群结
构的研究，其为一类重要的正规子群。相对应的李
超群的线性化对象李超代数自然也存在着中心化

子。然而，有限维单模李超代数的分类问题还没有
完全解决。而研究李超代数的中心化子可以为研究
模李超代数的结构提供基础，进而可以对模李超代数

的分类工作提供帮助［18］。本文通过解线性方程组的
方法确定李超代数的两类中心化子即 CW ( sl( 2，1) )
和 CW ( sl( 1，2) ) 。

1 基础知识

设 W为广义 Witt型李超代数［6 － 7］，且其有如下

结构:

W = wω，
其中:

w =
n

i = 0
wi =

n

i = 0
〈x ( α) ξuDk | α∈A( m，t) ，u∈B，| u |

= i，k∈Y0〉

ω =
n

j = 0
ω j =

n

j = 0
〈x ( α) ξudl | α∈A( m，t) ，u∈B，| u |

= j，l∈Y1〉
则显然有{ X2D1，X1D2，ξ1D1，ξ1D2，X1d1，X2d1，X1D1

－ X2D2，X1D1 + ξ1d1 } 同构于 sl ( 2，1 ) 的一组基，
{ ξ1D1，ξ2D1，X1d1，X1d2，ξ2d1，ξ1d2，ξ1d1 － ξ2d2，X1D1

+ ξ1d1 } 同构于 sl( 1，2) 的一组基。
根据文［20］可知，{ X1D1，X2D1，X1D2，X2D2，

ξ1D1，ξ1D2，X1d1，X2d1，ξ1d1 } 同构于 gl( 2，1 ) 的标准
基，{ ξ1D1，ξ2D1，X1d1，X1d2，ξ1d1，ξ2d1，ξ1d2，ξ2d2，

X1D1 } 同构于 gl( 1，2) 的标准基，可以得到 gl( 2，1) ，
gl( 1，2) 的中心化子分别是 sl( 2，1) ，sl( 1，2) 的中心
化子的子集。
因此，本文只需求解出 sl ( 2，1 ) ，sl ( 1，2 ) 与

gl( 2，1) ，gl( 1，2) 不同的基的中心化子，再借助素特
征域上 gl( 2，1) ，gl( 1，2) 在广义 Witt李超代数型李
超代数的中心化子，最终得出 sl( 2，1) ，sl( 1，2) 在广
义 Witt李超代数上的中心化子。

2 中心化子 CW( sl( 2，1) )

命题 1 Cw0 ( sl ( 2，1 ) ) =〈X ( α) －〈i〉Dk | i∈ { 1，

2} ，|α | = 2，k∈Y0 \ { 1，2}〉〈ξ jDk | j∈Y1 \ { 1} ，k∈
Y0 \ { 1，2}〉
证明: 由 w0 =〈X

( α) ξuDk | |α | + | u | = 1，k∈Y0〉
可知:

1) 若 X ( α) 为 X1 或 X2 时，设 a = ∑
k∈Y0

ckX
( α) Dk +

∑
n

j = 1
∑
k∈Y0

gjkξ jDk，则

［X1D1 － X2D2，a］= ∑k∈Y0
ckX1Dk － ∑

k∈Y0
ckX2Dk －

c1X
( α) D1 －∑

n

j = 1
gj1ξ jD1 + c2X

( α) D2 +∑
n

j = 1
gj2ξ jD2 = 0

［X1D1 + ξ1d1，a］= ∑
k∈Y0

ckX1Dk + ∑
n

j = 1
g1k ξ1Dk －

c1X
( α) D1 －∑

n

j = 1
gj1ξ jd1 －∑

n

j = 1
gj1ξ jD1 = 0

比较系数结果为〈ξjDk | j∈Y1 \{ 1} ，k∈Y0 \{ 1，2}〉。
2) 若X( α) 不为X1 或X2 时，设 a = ∑

k∈Y0 \{1，2}
ckX
( α) Dk，

i，j = 1，2，有
［X1D1 － X2D2，a］= 0
［X1D1 + ξ1d1，a］= 0
等式成立，此时，结果为〈X ( α) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，| α |
= 2，k∈Y0 \ { 1，2}〉
综上所述: Cw0 ( sl ( 2，1 ) ) = Cw0 ( gl ( 2，1 ) ) ，结论
得证。
命题 2 Cw1 ( sl ( 2，1 ) ) =〈X ( α) －〈i〉ξ jDk | i∈

{ 1，2} ，|α | = 2，j∈Y1 \ { 1} ，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( β) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，| β | = 3，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1} ，| u | = 3，k∈Y0 \ { 1，2}〉
证明: 由 w1 =〈X

( α) ξuDk | |α | + | u | = 2，k∈Y0〉
可知:

1) 若 X( α) ξuDk 中的 X( α) 为 X1 或 X2，X
( β) 中含有

X1 或 X2 时，对于 ξiξjDk，i ＜ j，设 a =∑
n

j =1
∑
k∈Y0

cjkX
( α) ξjDk

+ ∑
k∈Y0

gkX
( β) Dk +∑

n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
k∈Y0

hijkξiξ jDk，有

［X1D1 － X2D2，a］= 0，［X1D1 + ξ1d1，a］= 0。
已知 cjk = gk = 0，hij1 = hij2 = 0，h1jk = 0，i≠j，i，j∈

Y1 \ { 1} ，等式显然成立。此时，结果为〈ξ
u －〈j〉Dk | j∈

Y1 \ { 1} ，| u | = 3，k∈Y0 \ { 1，2}〉。
2) 若X( α) ξjDk 中X( α) 不为X1 或X2，其中 j∈Y1 \{1}，

k∈Y0 \ { 1，2 } ，并且同时满足 X ( β) 中不含有 X1 或
X2，k∈Y0 \ { 1，2} 时，则
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［sl( 2，1) ，a］= 0
此时，结果为〈X ( α) －〈i〉ξ jDk | i∈{ 1，2} ，| α | = 2，j∈
Y1 \ { 1} ，k∈Y0 \ { 1，2 }〉〈X ( β) －〈i〉Dk | i∈ { 1，2 } ，
| β | = 3，k∈Y0 \ { 1，2}〉
综上所述: Cw1 ( sl( 2，1) ) = Cw1 ( gl( 2，1) ) ，结论

得证。
命题 3 Cw2 ( sl( 2，1) ) =〈X

( α) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | | α |
= 2，i∈{ 1，2} ，| u | = 3，j∈{ 1} ，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( β) －〈i〉ξ jDk | i∈ { 1，2 } ，| β | = 3，j∈ Y1 \ { 1 } ，k
∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( γ) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，| γ | = 4，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1} ，| u | = 4，k∈Y0 \ { 1，2}〉

证明: 由 w2 =〈X
( α) ξuDk | |α | + | u | = 3，k∈Y0〉

可知

1) 若 X ( α)、X ( β)、X ( γ) 中含有 X1 或 X2 时，对于

ξiξ jξlDk，i ＜ j ＜ l． 设

a =∑
n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
k∈Y0

hijkX
( α) ξiξ jDk +∑

n

i = 1
∑
k∈Y0

cjkX
( β) ξ jDk +

∑
k∈Y0

gkX
( γ) Dk +

∑
n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
n

l = j + 1
∑
k∈Y0

mijlkξiξ jξlDk

类似的，做［X1D1 － X2D2，a］= 0，［X1D1 + ξ1d1，a］
=0。得到结果为:
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1} ，| u | = 4，k∈Y0 \ { 1，2}〉
2) 若 X ( α)、X ( β)、X ( γ) 中不含有 X1 或 X2，其中

j∈Y1 \ { 1} ，k∈Y0 \ { 1，2} ，则
［sl( 2，1) ，a］= 0
此时，a =〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | | α | = 2，i∈{ 1，2} ，| u |
= 3，j∈{ 1} ，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( β) －〈i〉ξ jDk | i∈ { 1，2 } ，| β | = 3，j∈ Y1 \ { 1 } ，
k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( γ) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，| γ | = 4，k∈Y0 \ { 1，2}〉

由文献［19］中命题 3可得 Cw2 ( sl( 2，1) ) =Cw2 ( gl( 2，1) ) ，
结论得证。
根据文［20］可知，sl( 2，1 ) 与 gl( 2，1 ) 在 w0，w1

和 w2 上的中心化子保持一致，直接可得:

推论 1 sl( 2，1) 在 wk 上的中心化子为

Cwk
( sl ( 2，1 ) ) = 〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | 2≤α≤

k + 1，i∈ { 1，2 } ，| α | + | u | = k + 3，j∈ { 1 } ，k∈
Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( α) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，|α | = k + 2，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1} ，| u | = k + 2，k∈Y0 \ { 1，2}〉
定理 1 Cw ( sl ( 2，1 ) ) = Cw0 ( sl ( 2，1 ) ) 

Cwk
( sl( 2，1) ) ，1≤k≤n。

命题 4 Cω0 ( sl ( 2，1 ) ) =〈X ( α) －〈i〉dk | i∈
{ 1，2} ，|α | = 2，k∈Y1 \ { 1}〉
〈ξ jDk | j∈Y1 \ { 1} ，k∈Y1 \ { 1}〉
证明: 由 ω0 =〈X

( α) ξudk | |α | + | u | = 1，k∈Y1〉
可知:

1) 若 X ( α) 为 X1 或 X2 时，设 a = ∑
k∈Y1

ckX
( α) dk +

∑
n

j = 1
∑
k∈Y1

gjkξ jdk

［X1D1 － X2D2，a］= ∑k∈Y1
ckX1dk － ∑k∈Y1

ckX2dk = 0

［X1D1 + ξ1d1，a］=∑
n

k = 1
g1kξ1dk －∑

n

j = 1
gj1ξ jd1 = 0

因此结果为〈ξ jdk | j∈Y1 \ { 1} ，k∈Y0 \ { 1}〉
2) 若 X( α) 不为 X1 或 X2 时，设 a = ∑

k∈Y1 \{ 1}
ckX
( α) dk，

i，j = 1，2，则有
［X1D1 － X2D2，a］= 0
［X1D1 + ξ1d1，a］= 0
因此结果为〈X ( α) －〈i〉dk | i∈ { 1，2 } ，| α | = 2，k∈
Y1 \ { 1}〉
综上所述: Cω0 ( sl ( 2，1 ) ) = Cω0 ( gl ( 2，1 ) ) ，结论
得证。
命题 5 Cω1 ( sl ( 2，1 ) ) =〈X ( α) －〈i〉ξ jdk | i∈

{ 1，2} ，|α | = 2，j∈Y1 \ { 1} ，k∈Y1 \ { 1}〉
〈X ( β) －〈i〉dk | i∈{ 1，2} ，| β | = 3，k∈Y1 \ { 1}〉
〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1} ，| u | = 3，k∈Y1 \ { 1}〉
证明: 由 ω1 =〈X

( α) ξudk | | α | + | u | = 2，k∈Y1〉
可知:

1) 若 X ( β) 中含有 X1 或 X2 时，对于 ξiξ jDk，i ＜ j，
设

a = ∑
n

j = 1
∑
n

k = 1
cjk X
( α) ξ jdk + ∑

n

k = 1
gkX
( β) dk + ∑

n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
n

k = 1

hijkξiξ jdk

同样，做［X1D1 － X2D2，a］= 0，［X1D1 + ξ1d1，a］
= 0
已知 cjk = gk = 0，hij1 = 0，hij1 = 0，h1jk = 0，等式显

然成立，此时结果为〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1} ，| u | = 3，k∈
Y1 \ { 1}〉

2 ) X ( α) ξ jdk 中 X ( α) 不为 X1 或 X2，其中 j∈
Y1 \ { 1} ，k∈Y1 \ { 1 } ，X ( β) 中不含有 X1 或 X2，k∈
Y1 \ { 1} 时，则
［sl( 2，1) ，a］= 0
此时，结果为〈X ( α) －〈i〉ξ jDk | i∈{ 1，2} ，| α | = 2，j∈
Y1 \ { 1} ，k∈Y0 \ { 1，2}〉
〈X ( β) －〈i〉Dk | i∈{ 1，2} ，| β | = 3，k∈Y0 \ { 1，2}〉
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综上所述: Cω1 ( sl( 2，1) ) = Cω1 ( gl( 2，1) ) ，结论
得证。
命题 6 Cω2 ( sl( 2，1 ) ) =〈X

( α) －〈i〉ξu =〈j〉dk | | α |

= 2，i∈{ 1，2} ，| u | = 3，j∈{ 1} ，k∈Y1 \ { 1}〉

〈X ( β) －〈i〉ξ jdk | i∈ { 1，2 } ，| β | = 3，j∈Y1 \ { 1 } ，k∈
Y1 \ { 1}〉

〈X ( γ) －〈i〉dk | i∈ { 1，2 } ，| γ | = 4，k∈Y1 \ { 1 }〉

〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1} ，| u | = 4，k∈Y1 \ { 1}〉

证明: 由 ω2 =〈X
( α) ξudk | |α | + | u | = 3，k∈Y1〉

可知:

1) 若 X ( α)、X ( β)、X ( γ) 中含有 X1 或 X2 时，对于

ξiξ jξldk，i ＜ j ＜ l，设

a = ∑
n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
k∈Y1

hijk X
( α) ξiξ jdk + ∑

n

j = 1
∑
n

k = 1
cjk X
( β) ξ jdk +

∑
n

k = 1
gkX
( γ) dk +∑

n

i = 1
∑
n

j = i + 1
∑
n

l = j + 1
∑
k∈Y1

mijlkξiξ jξldk

类似的，由［X1D1 － X2D2，a］= 0，［X1D1 + ξ1d1，

a］= 0 可得
〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1} ，| u | = 4，k∈Y1 \ { 1}〉

2) 若 X ( α)、X ( β)、X ( γ) 中不含有 X1 或 X2 其中 j∈
Y1 \ { 1} ，k∈Y1 \ { 1} ，则由
［sl( 2，1) ，a］= 0
可得〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉dk | |α | = 2，i∈{ 1，2} ，| u | =

3，j∈{ 1} ，k∈Y1 \ { 1}〉

〈X ( β) －〈i〉ξ jdk | i∈ { 1，2 } ，| β | = 3，j∈Y1 \ { 1 } ，k∈
Y1 \ { 1}〉

〈X ( γ) －〈i〉dk | i∈{ 1，2} ，| γ | = 4，k∈Y1 \ { 1}〉

综上所述: Cω2 ( sl( 2，1) ) = Cω2 ( gl( 2，1) ) ，结论
得证。
同理可得

推论 2 sl( 2，1) 在 ωk 上的中心化子为

Cωk
( sl( 2，1 ) ) =

α
〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉dk | 2≤α≤k + 1，

i∈{ 1，2} ，|α | + | u | = k + 3，j∈{ 1} ，k∈Y1 \ { 1}〉
〈X ( α) －〈i〉dk | i∈{ 1，2} ，|α | = k + 2，k∈Y1 \ { 1}〉

〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1} ，| u | = k + 2，k∈Y1 \ { 1}〉

定理 2 Cω ( sl ( 2，1 ) ) = Cω0 ( sl ( 2，1 ) ) 
Cωk
( sl( 2，1) ) ，1≤k≤n

最终得到 sl( 2，1) 的中心化子为
定理 3 综上所述，中心化子 CW ( sl ( 2，1 ) ) 可

以表示为

CW ( sl( 2，1) ) = Cw ( sl( 2，1) ) Cω ( sl( 2，1) ) =

Cw0 ( sl( 2，1 ) ) Cω0 ( sl ( 2，1 ) ) Cwk
( sl ( 2，1 ) ) 

Cωk
( sl( 2，1) ) 其中 1≤k≤n

3 中心化子 CW( sl( 1，2) )

类似于 CW ( sl( 2，1) ) 的方法可得:

命题 7 Cw0 ( sl( 1，2 ) ) =〈X ( α) －〈i〉Dk | i∈{ 1} ，
|α | = 2，k∈Y0 \ { 1}〉
〈ξ jDk | j∈Y1 \ { 1，2} ，k∈Y0 \ { 1}〉

命题 8 Cw1 ( sl( 1，2 ) ) =〈X
( α) －〈i〉ξu －〈j〉Dk | i∈

{ 1} ，|α | = 2，j∈{ 1，2} ，| u | = 2，k∈Y0 \ { 1}〉
〈X ( β) －〈i〉Dk | i∈{ 1} ，| β | = 3，k∈Y0 \ { 1}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1，2} ，| u | = 3，k∈Y0 \ { 1}〉

命题 9 Cw2 ( sl( 1，2) ) =〈X
( α) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | | α |

= 2，i∈{ 1} ，| u | = 3，j∈{ 1，2} ，k∈Y0 \ { 1}〉
〈X ( β) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | i∈{ 1} ，| β | = 3，j∈{ 1，2} ，| u | =
2，k∈Y0 \ { 1}〉
〈X ( γ) －〈i〉Dk | i∈{ 1} ，| γ | = 4，k∈Y0 \ { 1}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1，2} ，| u | = 4，k∈Y0 \ { 1}〉
推论 3 sl( 1，2) 在 wk 上的中心化子为

Cwk
( sl( 1，2) ) =

α
〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉Dk | 2≤α≤k +

1，i∈ { 1 } ，| α | + | u | = k + 3，j∈ { 1，2 } ，k∈
Y0 \ { 1}〉
〈X ( α) －〈i〉Dk | i∈{ 1} ，|α | = k + 2，k∈Y0 \ { 1}〉
〈ξu －〈j〉Dk | j∈{ 1，2} ，| u | = k + 2，k∈Y0 \ { 1}〉
定理 4 Cw ( sl ( 1，2 ) ) = Cw0 ( sl ( 1，2 ) ) 

Cwk
( sl( 1，2) ) ，1≤k≤n

命题 10 Cω0 ( sl( 1，2) ) =〈X
( α) －〈i〉dk | i∈{ 1} ，

|α | = 2，k∈Y1 \ { 1，2}〉
〈ξ jDk | j∈Y1 \ { 1，2} ，k∈Y1 \ { 1，2}〉

命题 11 Cω1 ( sl( 1，2) ) =〈X
( α) －〈i〉ξu －〈j〉dk | i∈

{ 1} ，|α | = 2，j∈{ 1，2} ，k∈Y1 \ { 1，2}〉
〈X ( β) －〈i〉dk | i∈{ 1} ，| β | = 3，k∈Y1 \ { 1，2}〉
〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1，2} ，| u | = 3，k∈Y1 \ { 1，2}〉
推论 4 sl( 1，2) 在 ωk 上的中心化子为

Cωk
( sl( 1，2) ) =

α
〈X ( α) －〈i〉ξu =〈j〉dk | 2≤α≤k + 1，i∈

{ 1} ，|α | + |u | = k +3，j∈{ 1，2} ，k∈Y1 \{ 1，2}〉
〈X ( α) －〈i〉dk | i∈{ 1} ，|α | = k + 2，k∈Y1 \ { 1，2}〉
〈ξu －〈j〉dk | j∈{ 1，2} ，| u | = k + 2，k∈Y1 \ { 1，2}〉
定理 5 Cω ( sl ( 1，2 ) ) = Cω0 ( sl ( 1，2 ) ) 

Cωk
( sl( 1，2) ) ，其中 1≤k≤n。
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