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具有垂直感染巨细胞病毒动力学模型
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摘 要:考虑到带有巨细胞病毒的母乳垂直感染婴儿的问题，建立了巨细胞病毒动力学模型，

给出了模型的平衡点稳定性条件，分析了喂养的母乳处理的随机性对阈值的影响。根据“2017 专
家共识”界定的巨细胞病毒感染程度分类标准，给出了母乳处理概率的限制条件。数值模拟了母
乳处理的概率不同对婴儿巨细胞病毒感染的程度的影响，提出了安全喂养建议。
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Abstract: In this paper，the problem of vertical infection of babies with cytomegalovirus in breast milk is
considered，a dynamic model of cytomegalovirus is established，the equilibrium stability condition of the model is
given，and the effect of randomness of breast milk feeding on the threshold value is analyzed. According to the
classification criteria of cytomegalovirus infection define by the“Expert Consensus 2017”，the limiting conditions of
the probability of breast-feeding are given. The different probability of breast milk treatment for cytomegalovirus
infection in infants is numerical simulated and recommendations for safe feeding are made.
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0 引 言

巨细胞病毒( cytomegalovirus简称 CMV) 感染是
婴儿较为常见的一种疾病，它通常会损伤患儿中枢

神经和肝脏等脏器，部分患儿会遗留后遗症［1 － 2］。
根据婴儿和母亲的 CMV检测数据统计分析，发现母

亲 CMV抗体阳性生产婴儿的感染率为 33%，而抗
体阴性母亲的感染率仅为 4%［3］。对比观察母亲感
染 CMV母乳喂养情况时，发现纯母乳喂养儿和非单
纯母乳喂养儿的 CMV 阳性率分别为 57. 7% 和
20%。母乳中 CMV-DNA 与患儿血液中 CMV-PP65
抗原具有相关性，研究表明带有 CMV的母乳是婴儿
垂直传播 CMV重要感染源之一［4 － 5］。



CMV归属于人疱疹病毒，用 CMV 动力学模型
来研究感染过程是一项有实际意义的工作，但有关

这类问题的研究甚少。有关病毒动力学模型和抗病
毒治疗模型，例如乙肝病毒、艾滋病毒，研究结果丰
富［6 － 9］。Nowak等［10］根据病毒反应机理，建立了病
毒动力学的数学模型，研究未感染细胞，感染细胞和

自由病毒粒子的变化规律。Nowak利用乙肝病毒动
力学模型和实验数据，数值模拟了药物治疗乙肝病

毒趋势，分析用药方案的可行性［11］。这些成果为研
究巨细胞病毒动力学模型提供了理论基础。
为了预防婴儿感染 CMV，通常建议将母乳进行

处理后再喂养。但现实生活中，有些患有 CMV的母
亲和不知道患有 CMV的母亲未对母乳进行处理，发
现有些婴儿直接喂养后并未发病，使得母乳喂养成

为婴儿感染 CMV或加重已感染 CMV婴儿病情的不
确定性因素。有关患有 CMV 的母亲是否可以实施
喂养一直是临床上争议的问题［12］。本文考虑到母
乳处理的随机性，建立巨细胞病毒动力学模型，利用

模型的理论结果，数值模拟分析正确的母乳喂养方

式，规避婴儿潜在感染 CMV 的可能性，为临床制定
合理的喂养方案提供了理论依据。

1 模型的建立

CMV有明显的宿主性，可以在单核吞噬细胞、
T细胞等一些尚未确定的单核细胞中复制［13］，其感
染细胞的过程符合 Nowak 病毒动力学模型的机理。
而对病理性和生理性免疫功能发育不健全的胎儿和

婴儿，无法均衡 CMV 产生和消除，极易染病。对有
明显临床症状的患儿，还需要进一步接受药物治

疗［14］。对感染 CMV 无临床症状的母亲，存在着母
乳处理的随机性，易将带有 CMV的母乳直接喂养婴
儿，从而加重患儿的病情。在不考虑患儿免疫系统作
用下，其体内的 CMV在宿主细胞中相互作用如图 1。

图 1 母乳喂养下细胞与 CMV相互作用框图
Fig. 1 Cell CMV interaction block diagram

under breast feeding

由图 1 分析，建立如下巨细胞病毒动力学模型
T' = A － dT － βVT
I' = βVT － dI － αI
V' = ρI － dV + γK0 ( ω

}
)

( 1)

其中: T、I、V分别为 t 时刻健康细胞、感染细胞和游
离病毒的质量分数; A 为健康细胞增长率; β 为病毒
感染健康细胞的感染率; ρ 为巨细胞释放病毒的速
率; d为未感染细胞、感染细胞和病毒的自然死亡
率; α为药物治疗下消除巨细胞不在复制 CMV 速
率; γ为母乳中 CMV 垂直感染婴儿速率; K0 ( ω) 为
直接喂养母乳中含有 CMV的质量分数，或者说是被
动感染 CMV的质量分数。
若将每次喂养的母乳处理与未处理视为随机变

量 ω，其服从 0 － 1 分布，即有

ω = 0，母乳处理
1，{ 母乳未处理

每次直接喂养的母乳的 CMV 的质量分数
K0 ( ω) 也是一个随机变量

K0 ( ω) =
0，ω = 0
k0，ω ={ 1

( 2)

其中 k0 是母乳中含有的 CMV的质量分数。
若样本空间 Ω只含两个样本点 Ω = { 0，1} ，记

K0 ( ω) = { 0} ，K0 ( 珚ω) = { k0 } ，则其事件域为 F =
{ φ，K0 ( ω) ，K0 ( 珚ω) ，Ω}。
由式( 1) 第 1，2 方程可得
T' + I' ≤ A － d( T + I)
存在 t1 ＞ 0，当 t ＞ t1 时，有

T + I≤ A
d ( 3)

再由式( 1) 第3个方程及式( 3) ，存在 t2 ＞ t1，当
t ＞ t2 时，有

V≤
ρA + γK0 ( ω) d

d2

故可知集合Λ = ( T，I，V) ∈ Ｒ{ 3 T≥0，I≥0，

V≥0，T + I≤ A
d，V≤

ρA + γK0 ( ω) d
d }2 是式( 1) 的最

终正向不变集。

2 模型的主要结果

2. 1 平衡点存在性与稳定性
由式( 1) 可知平衡点满足方程
A － dT － βVT = 0
βVT － dI － αI = 0
ρI － dV + γK0 ( ω) =

}
0

( 4)
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由式( 4) 求得

T = A － ( d + α) I
d ，V =

ρI + γK0 ( ω)
d ( 5)

令 Ｒ0 = 2βAρ
m + n ( 6)

其中 m = Aρβ － ( βγK0 ( ω) + d2 ) ( d + α) ，n =

m2 + 4ρβ( d + α) AβγK0 ( ω槡 )

将式( 5) 代入式( 4) 第 2 个方程中解得

I = m + n
2βρ( d + α)

( 7)

由式( 5) 、式( 6) 和式( 7) 可求得

T = A
d ( 1 － 1

Ｒ0
) ，V = 1

d (
A

Ｒ0 ( d + α)
+

γK0 ( ω) ) ( 8)
综上所述有如下定理。
定理 1 当 Ｒ0 ＞ 1 时，则式( 1) 只存在唯一的

有病毒平衡点 E* = ( T* ，I* ，V* ) 。其中 T* ，I* ，V*

满足式( 7) ，式( 8) 。
注: 若喂养的母乳完全处理，母乳中的病毒含量

为零。由式( 4) 求得式( 1) 无病毒平衡点 E0 ( A /d，0，
0) 。当 Ｒ0 ＞ 1 时，E0 ( A /d，0，0) 是稳定的。
定理 2 当 Ｒ0 ＞ 1 时，则式( 1) 的有病毒平衡

点 E* 是全局渐近稳定的。
证明: 式( 1) 对应的雅可比矩阵为

J =
－ d － βV 0 － βT

βV － d － α βT
0 ρ







－ d

( 9)

由式( 9) 可求其对应的二阶复合矩阵 J［2］

J［2］ =
－ 2d － βV － α βT βT

ρ － 2d － βV 0
0 βV － 2d －







α

选取矩阵函数 p = diag( 1，1V，
1
V ) ，可得 P =

P( T，I，V) = diag( 1，IV，
I
V ) 。

计算矩阵 Q = P fP
－1 + PJ［2］P －1，P fP

－1 =
diag 0，I － V，I －{ }V 并将其写成如下分块矩阵

Q =
Q11 Q12

Q21 Q[ ]
22

其中 Q11 = ［－ 2d － βV － α］，Q12 =
βTV
I ，

βTV[ ]I
，Q21 = ρI

V，[ ]0 T

Q22 =

I'
I － V'

V － ( 2d + βV) 0

βV I'
I － V'

V － ( 2d + α









)

令( u，v，w) 代表在 Ｒ3 中的向量，在 Ｒ3 中的范

数为 | ( u，v，w) | = max{ | u |，| v | +| w | } ，令
μ( Q) 是矩阵的 Lozinskii测度，用文［15］中的方法
估计 μ( Q) 得到

μ( Q) ≤ sup{ g1，g2 }

其中 g1 = μ1 ( Q11 ) +| Q12 |，g2 = | Q21 | + μ1 ( Q22 ) 。
| Q12 |，| Q21 | 为关于 l1向量范数的矩阵范数，μ1代

表对应 l1 向量的 Lozinskii测度。
故有

I'
I = βTV

I － d － α，V'V = βI
V － d +

γK0 ( ω)
V
( 10)

由式( 9) 可计算出 μ1 ( Q11 ) = － 2d － βV － α，

| Q12 | = βTV
I ，| Q21 | = βI

V

μ1 ( Q22 ) = max( I'I － V'
V － 2d，I'I － V'

V － 2d － α)

= I'
I － V'

V － 2d

从而有 g1 = I'
I － d － βV ＜ I'

I － d，g2 = I'
I －

d －
γK0 ( ω)

V ＜ I'
I － d

此时有 μ( Q) ≤ sup( g1，g2 ) =
I'
I － d

令( T* ，I* ，V* ) 表示式( 1) 具有初值( T* ( 0) ，
I* ( 0) ，V* ( 0) ) ∈ Ｒ3

+ 的解，则沿着每个解( T
* ，I* ，

V* ) 有

珋q≤ lim
t→"

sup
x0∈τ0

1
t ∫

t

0
μ( Q( T，I，V) ) ds≤ 1

t lg
I( t)
I( 0) －

e≤ － e
2 ＜ 0

由文［16］可知，当 Ｒ0 ＞ 1 时，持续带病毒平衡
点 E* 是全局渐近稳定的。证毕。
2. 2 喂养母乳处理的随机性与婴儿感染CMV概率
的分析

在婴儿喂养期间，假设每次母乳处理的随机变

量 ω是相互独立，n次直接喂养母乳中含有的 CMV
量服从二项分布 B( n，p) 。每次直接喂养母乳未处理
的概率为 p = P( ω = 1) ，处理的概率为 q = 1 － p。
对于式( 1) 中，婴儿接受母乳中的 CMV含量 K0 ( ω)
可用数学期望来表示。由式( 2) ，可计算出

K0 ( ω) = npk0 ( 11)
式( 11) 说明了在喂养期间，婴儿被动感染

CMV数量K0 ( ω) 与母乳中CMV浓度 k0和未处理概
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率 p有关。当母乳中 k0 取不同值时，随着 p变化的关
系图见图 2。

图 2 婴儿被动感染 CMV含量与 k0 和 p关系图

Fig. 2 the relationship between CMV content and
k0 and p in infants with passive infection

由图 2 中可以看出，母乳中 CMV 中的 k0 越大，
要求未处理的概率 p越小才能降低婴儿被动感染的
可能性; 并且母乳中 CMV 浓度越大，k0 与 p 的走势
越陡。
再由式( 6) 给出的基本再生数

Ｒ0 =
2βAρ

Aρβ － ( βnpγk0 + d
2) ( d +α) + ( Aρβ － ( βnpγk0 + d

2) ( d +α) ) 2 +4Aρβ2( d +α) nγk0槡 p
从 Ｒ0 可以看到，母乳的 CMV 的质量分数和未

处理概率对 Ｒ0 的变化有一定得影响。但对于感染
较重的婴儿药物治疗也会控制其变化的范围。下面
分别绘制出无药物治疗和有药物治疗下 3 个变量
Ｒ0，k0，p的三维图见图 3、图 4。

图 3 无药物治疗下 Ｒ0，k0，p关系图

Fig. 3 relationship without drug treatment

从图 3、图 4 中可以看出，只要母乳中存在着
CMV，即 k0≠0，阈值 Ｒ0 随着未处理概率 p减小而减
小，但始终存在着 Ｒ0 ＞ 1，说明婴儿一直被动感染着
CMV，感染的程度分别与 k0 和 p 有关。若喂养期间

图 4 有药物治疗下 Ｒ0，k0，p关系图

Fig. 4 diagram with drug treatment

采取完全母乳处理的措施，既有 p = 0，式( 1) 存在一
个无病毒平衡点 E0 ( A /d，0，0 ) 。婴儿感染了后，在
药物治疗下，会使得 Ｒ0 ＜ 1，最终使得 CMV消除。

3 母乳喂养的可行性分析

目前按照“2017 专家共识”对巨细胞病毒感染
程度定性分为三度: 轻度、中度、重度。并提出轻度
感染 CMV婴儿不需治疗，而中度以上感染 CMV 婴
儿必须接受治疗［17］。若从定量方面来界定感染的
程度，可以认为婴儿感染 CMV有一个介于轻度与中

度的临界值 V
－
。当婴儿体内 CMV 含量没有超过 V

－

时，对婴儿的身体健康影响不大，不用治疗。当婴儿

体内 CMV含量超过 V
－
时，婴儿已感染 CMV 且对身

体产生危害，需要治疗。由此，在喂养期间，需通过
调整母乳的未处理的概率和药物治疗剂量，才能保

证婴儿感染 CMV 的最终含量不超过临界值 V
－
。由

式( 6) ，式( 8) 和式( 11) 可确定母乳未处理概率 p 满
足如下条件

p ＜
dV

－
Ｒ0 ( d + α) － A

nγk0Ｒ0 ( d + α)
( 12)

应用式( 1) 的理论结果，通过数值模拟定量分
析 CMV的数量变化趋势，探讨母乳处理的随机性对
婴儿感染 CMV概率的影响。
下面以 CMV侵害肝细胞为例，研究母乳处理的

随机性对婴儿体内 CMV 变化趋势影响。由文［17
－19］选取式( 1) 中相关参数，由文［20 － 21］选取母

乳中 CMV-DNA的 k0 和婴儿感染 CMV的临界值 V
－
。

假设婴儿每天喂养 8 次，只分析喂养 6 个月婴儿体
内的 CMV变化趋势［22］。式( 1) 中参数见表 1。
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表 1 各参数值及生物学意义
Tab. 1 values and biological significance of each parameter

参数 生物意义 参数值 /单位

A 正常细胞生长率 2 × 103 / ( d·mL)

β 病毒侵入细胞有效感染率 9. 8 × 10 －2 / ( d·mL)

ρ 病毒生长率 29 /d

d T、V、I死亡率 0. 6 /d

γ
母乳中 CMV 垂直感染婴

儿的速率
5. 5 × 10 －3 /d

k0
母乳中的 CMV － DNA

含量

1. 02 × 103 ～ 6. 36 × 106 拷

贝 /mL

V
－
临界值 1 × 106 拷贝 /mL

根据婴儿感染 CMV程度，数值模拟分析母乳处
理概率 q对婴儿体内 CMV数量变化影响。
3. 1 婴儿处于轻度巨细胞感染
若婴儿处于轻度感染时，婴儿体内的 CMV含量

没有超过临界值 V
－
。按照“2017 专家共识”知婴儿

不需要治疗，此时取式( 1 ) 中参数 α = 0。慎重对待
母乳处理问题已成为预防婴儿感染 CMV 的重要手
段。由表 1、式( 12) ，选取母乳中 CMV 含量 3 种情
形来计算出母乳处理和未处理的概率，见表 2。、

表 2 母乳 CMV含量和未处理概率
Tab. 2 CMV content and untreated probability of breastmilk

母乳中 CMV含量 k0 母乳未处理的概率 p 母乳处理的概率 q

1. 02 × 103 0. 846 0. 154

2. 0 × 104 0. 063 4 0. 936 6

6. 36 × 106 0 1

选取初始值 V( 0) = 500，当母乳中 CMV含量分
别取值表 2 数值时，用 MATLAB 数值模拟式( 1 ) 中
的 CMV数量见图 5 ～ 7。

图 5 婴儿体内 CMV变化趋势图( k0 = 1. 02 ×10
3 )

Fig. 5 the trend of CMV in infants( k0 = 1. 02 ×10
3 )

图 6 婴儿体内 CMV变化趋势( k0 = 2. 0 ×10
4 )

Fig. 6 the change trend of CMV in infants

( k0 = 2. 0 ×10
4 )

图 7 婴儿体内 CMV变化趋势( k0 = 6. 36 ×10
6 )

Fig. 7 the change trend of CMV in infants

( k0 = 6. 36 ×10
6 )

图 5 ～ 7 显示出，在 6 个月的喂养期间，婴儿处
于轻度感染无治疗情况下，随着母乳 CMV 含量增
加，处理概率也要逐渐增加才能使得式( 12 ) 成立。
由数值模拟分析的结果来看，安全喂养建议是: 若母

乳中 CMV低于临界值千分之一和百分之一，母乳处
理概率分别为 0. 154 和0. 936 6以上，婴儿体内的

CMV含量均没有超过临界值 V
－
，可以安全喂养; 若

母乳中 CMV高于临界值 V
－
的 6 倍以上，母乳必须完

全处理，喂养才能安全。由此解释了实际生活中部
分母乳直接喂养并未影响婴儿的健康的现象。
3. 2 患儿处于中度以上巨细胞感染
若婴儿处于中度以上感染，婴儿体内的 CMV含

量已经超过临界值 V
－
。按照“2017 专家共识”知婴

儿需要接受治疗。取式( 1 ) 中参数分别为 α = 2. 5，
α = 5。在表 2 的基础上，考虑药物的治疗见表 3，其
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他参数不变，此时婴儿感染的 CMV数量最终还是满
足式( 12) 。

表 3 母乳 CMV含量和未处理的概率
Tab. 3 CMV content and untreated probability of breast milk

母乳 CMV

含量 k0
治疗量 α

母乳未处理

的概率 P
母乳处理

的概率 q
V的最高值

1. 02 × 103

2. 0 × 104

6. 36 × 106

2． 55

2． 55

2． 55

0． 846 0． 154

0． 063 4 0． 936 6

0 1

3. 4 × 106

3. 0 × 106

3. 9 × 106

3. 48 × 106

2. 98 × 106

2. 47 × 106

根据婴儿的中度感染状态，式( 1 ) 的初始值取
为 V( 0) = 1 × 106，其他参数见表 1，母乳中 CMV 含
量取值见表 3。用 MATLAB 数值模拟式( 1 ) 中的
CMV含量见图 8 ～ 10。

图 8 婴儿体内 CMV变化趋势图( k0 = 1. 02 ×10
3 )

Fig. 8 trend of CMV in infant( k0 = 1. 02 ×10
3 )

图 9 婴儿体内 CMV变化趋势图( k0 = 2. 0 ×10
4 )

Fig. 9 trend of CMV in infants ( k0 = 2. 0 ×10
4 )

图 8 ～ 10 中显示，在 6 个月的喂养期间，已中度
感染 CMV的婴儿通过调控母乳的处理概率和治疗

图 10 婴儿体内 CMV变化趋势图( k0 = 6. 36 ×10
6 )

Fig. 10 trend of CMV in infants( k0 = 6. 36 ×10
6 )

的药物量，可以降低婴儿体内平均 CMV 含量，最终

使得 CMV含量减少到临界值 V
－
以下。由数值模拟

分析结果来看，安全喂养建议是: 若母乳中 CMV 低
于临界值千分之一以下，母乳处理概率达到 0. 154，
在给定的 2 种治疗量下，自喂养开始的 30 d 左右婴
儿体内 CMV 含量会超过临界值，建议 30 d 后再进
行喂养; 若母乳中 CMV 低于临界值百分之一以下，
母乳处理概率达到0. 936 6，在给定的 2 种治疗量
下，自喂养开始的 40 d 左右婴儿 CMV 含量会超过
临界值，建议 40 d后再进行喂养; 若母乳中 CMV 高

于临界值 V
－
的 6 倍以上，自喂养开始的 25 d 左右婴

儿 CMV含量会超过临界值，为了安全喂养，母乳必
须完全处理。

4 结 语

考虑了母乳处理随机性对婴儿垂直感染 CMV
概率的问题，利用巨细胞病毒感染动力学模型及其

动力学性质，研究了喂养期间婴儿感染 CMV 的条
件。数值模拟发现随着母乳处理概率的增加，婴儿
感染 CMV的风险降低，由此给出了安全喂养建议。
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