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截尾数据下 ZZ分布的参数估计
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摘 要:在可靠性统计中，寿命分布通常有 4 种: 指数分布、韦布尔分布、极值分布、对数正态分
布。但在有些实际问题中，一些元件的寿命用上述 4 种分布来刻画往往与实际相差甚远，这说明该
元件寿命分布并不属于熟知的这 4 种分布。由此给出了一种新型 ZZ分布，该分布较好地刻画了这
类元件的寿命，并在截尾数据下对参数作出最佳线性无偏估计与简单线性无偏估计。为了便于使
用附录中给出了估计所需要的数表。
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Parameter Estimation of ZZ Distribution Based on Censored Data
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Abstract: In reliability statistics，there are usually four types of life distributions: exponential distribution，
Weibull distribution，extreme-value distribution and log-normal distribution． But in some real life applications，the
results of statistical inference were found to be far from the truth if using the four life distributions to describe the
life of some components． It shows that the component life distribution is not anyone of the four distributions． This
paper proposes a new type of life distribution called ZZ distribution． This distribution is a better description of the
life for such components． And based on censored data，the best linear unbiased estimation and the simple linear
unbiased estimation of parameters were given． The required tables were given in the appendix．
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0 引 言

众所周知常见的寿命分布有 4 种，指数分布、韦
布尔分布、极值分布、对数正态分布。很多元件的寿
命分布属于这四种分布，因此在各种样本形式下，关

于这四种分布的可靠性统计推断的研究非常之多。
比如: Lee J． Bain［1］给出了截尾样本下极值分布尺
度参数的简单线性无偏估计，在此基础上 Max En-
gelhardt和 Lee J． Bain［2］考虑了极值分布次序统计
量的影响，给出了更精确的简单线性无偏估计，并与

此样本下的极大似然估计进行了对比。W． J． Sza-



jnowski［3］研究了对数正态分布参数估计量，并用蒙
特卡洛法模拟检验其合理性。A． Clifford Cohen 和
Betty Jones Whitten［4］对三参数对数正态分布的参数
极大似然估计和矩估计做了修正。N． Ｒ． Farnum和
P． Booth［5］给出了两参数韦布尔分布的参数极大似
然估计并对其唯一性进行了验证。Zheng Ｒ［6］研究
了三参数韦布尔分布参数估计方法并探究了其在可

靠性分析中的应用。Davies I J［7］用最小二乘法估计
了三参数韦布尔分布的尺度参数。J． William Shel-
nutt，Albert H． Moore和 H． Leon Harter［8］研究了韦
布尔分布线性估计。对于存储产品，早期失效数据
对寿命分布有较大影响，K． Muralidharan 和 P．
Lathika［9］对韦布尔分布的早期失效数据做了分析。
Wayne Nelson［10］研究了步进应力加速寿命试验模
型。N． Balakrishnan，Qihao Xie和 D． Kundu［11］研究
了指数分布在定时截尾数据形式下的简单步加模

型。C． Xiong［12］研究了简单步加模型在 II 型数据
截尾下参数统计推断方法。在对参数做出估计后，
对这些估计的分布进行研究非常必要。Thoman，
D． Ｒ． ，L． J． Bain和 C． E． Antle［13］研究了韦布尔
分布参数在截尾数据形式下的简单线性估计及极大

似然估计的近似分布推断方法。对参数近似分布及
置信限［14］的研究也为参数置信区间的确定［15 － 17］奠

定了基础。
以上的研究工作都是基于常见的 4 种分布展开

的，然而有些存储产品，在厂家给出的设计寿命之前

几乎很少失效，过了设计寿命之后失效的比例大幅

增加。这时根据样本对寿命分布进行检验，往往做
出的推断是: 或者拒绝这四种分布; 或者接受某些分

布，但统计推断的结论与实际相差甚远。因此，需要
寻找一种新的寿命分布来刻画这类元件寿命。下面
给出的例子就是一个实际遇到的问题。对于这个实
际问题，自然希望:①新分布的检验获得通过; ②新
分布下平均寿命的估计接近实际。
例 1 下表是某存储产品在不同时间段内，参

与检测及检测失效的数据。
表 1 某产品检测结果

Tab． 1 Test result of the product

存储时间 /年 试验数 /个 失效数 /个 失效频率

2 2 829 1 1 /2 829

3 1 561 0 0 /1 561

4 4 090 6 6 /4 090

5 3 587 3 3 /3 587

6 5 041 7 7 /5 041

7 2 493 1 1 /2 493

8 2 431 4 4 /2 431

9 971 8 8 /971

从表 1 中可以看到，失效频率并没有随着存储
时间增加而呈现非降状态，这就是所谓的“数据倒
挂”现象。首先根据张尧庭［18］对“数据倒挂”进行
处理，然后利用杨振海［19］的经验极小卡方法对数据

其来自的分布进行检验。“数据倒挂”处理以及寿
命分布的检验结果汇总于表 2。

表 2 某产品寿命分布检验结果
Tab． 2 Test result of life distribution

参数
指数分布

E( θ)
韦布尔分布

Weib( m，η)
极值分布

EV( μ，σ)

对数正态分布

LN( μ，σ2 )

经验极小 χ2 值 9． 5112 6． 9153 6． 2990 9． 3953

结论( α = 0． 05) 不拒绝 不拒绝 不拒绝 不拒绝

平均寿命 θ̂
( 经验极小方法)

5000 375 29 135

平均寿命 θ̂
( 极大似然方法)

4167 263 36 329

可靠寿命

( 经验极小方法)

t0． 8 = 1116 t0． 8 = 169 t0． 8 = 26 t0． 8 = 45

t0． 9 = 527 t0． 9 = 107 t0． 9 = 23 t0． 9 = 30

t0． 95 = 256 t0． 95 = 69 t0． 95 = 20 t0． 95 = 22

从这个例子可以看出，根据样本对产品寿命的

分布进行检验，其结果是: 四种分布假设都不拒绝。
但对指数分布、韦布尔分布、对数正态分布的平均寿
命的估计却与事实相差甚远; 对于极值分布，相比其
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它 3 个分布平均寿命的估计最小，但也远远高于实
际寿命，而且服从极值分布的随机变量不是非负的，

这多少也是一种遗憾。自然希望找到一个新的非负
随机变量来描述该产品的寿命，并且统计推断的结

果与实际相符。本文的工作由此展开。

1 新型分布—ZZ( m，η) 分布

定义 1 若随机变量 T的分布函数为

F( t) = 1 － exp{ 1 － e (
t
η )

m
} ，t ＞ 0( m ＞ 0，η ＞

0)
那么称 T服从参数为m，η的ZZ分布，记为 T ～

ZZ( m，η) 。
为了给出 ZZ( m，η) 分布的数字特征，记 Z( α)

= ∫
+∞

1
( lnx) αe －xdx，α ＞ 0。

性质 1 若 T ～ ZZ( m，η) ，那么有
E( T) = η·e·Z( m－1 )

E( T2 ) = η2e·Z( 2m－1 )

证明:

E( T) = ∫
∞

0
t·f( t) dt =

∫
∞

0
t·m·( t

η
) m－1· 1

η
·e

t( )η
m
×

e1－e
t( )η

m

dt

令 y = t( )η

m
，dy = m· t( )η

m－1
· 1

η
dt，有

E( T) = ∫
∞

0
η·y

1
m·ey·e1－eydy =

η·∫
∞

0
y

1
m·ey·e1－eydy

令 y = lnt，t = ey，于是

E( T) = η·e·∫
∞

1
( lnt)

1
m·e －tdt =

η·e·Z( m－1 )

同理

E( T2 ) = η2·e·∫
∞

1
( lnt)

2
m·e －tdt =

η2·e·Z( 2m－1 )

由于函数 Z( α) 非常重要，又没有解析表达式，
本文在附录 1 中通过 matlab 计算出了 α ∈ ( 0，10)
时的数表以便使用。
定义 2 若 T ～ ZZ( m，η) ，那么 X = lnT的分

布函数为

F( x) = 1 － exp{ 1 － exp( e
x－μ
σ ) } ，x ＞ 0( μ∈ Ｒ，

σ ＞ 0)
其中 μ = lnη，σ = m－1，称 X服从参数为 μ，σ的 EZ
分布，记 X ～ EZ( μ，σ) 。而 EZ( 0，1) 分布称之为标
准的 EZ分布，记标准 EZ( 0，1) 分布的均值和方差
分别为 γ和 ξ，其中 γB － 0． 897 31，ξB 1． 974 84。
性质 2 若 T: EZ( μ，σ) ，那么有

E( T) = μ + γσ
Var( T) = γσ2

证明: 设 X: EZ( 0，1) ，则 T = σX + μ
E( T) = E( σX + μ) = σE( X) + μ = μ + γσ
var( T) = var( σX + μ) = σ2var( X) = γσ2

例 1 中的数据在 ZZ( m，η) 分布下的检验结果
如下表 3，其结果与实际比较相符，由此可见，用此
分布描述这些实际问题是非常适合的，因此有必要

进行下一步的研究。

表 3 某产品在 ZZ分布下检验结果
Tab． 3 Test result of the product under ZZ distribution

参数 m̂ = 8． 9，η̂ = 18． 02

经验极小 χ2 值 10． 425

结论 不拒绝

平均寿命 θ̂
( 经验极小方法)

θ̂ = 16． 65

平均寿命 θ̂
( 极大似然方法)

θ̂ = 19． 83

可靠寿命

( 经验极小方法)
t0． 8 = 14． 97，t0． 9 = 13． 54，t0． 95 = 12． 26

2 定数截尾下 ZZ( m，η) 分布的参数
最佳线性无偏估计

设 t1≤t2≤…≤tr 为来自 ZZ( m，η) 分布的容量

为 n的定数截尾样本。
由于

F( t) = 1 － exp{ 1 － e (
t
η )

m
}

整理得

ln ln( 1 － ln( 1 － F( ti ) ) ) =mlnti －mlnη( i = 1，2，…，r)
( 1)

因为 F( t1 ) ≤F( t2 ) ≤…≤F( tr ) 是来自均匀分
布 U( 0，1) 的容量为 n的前 r个次序统计量，记

T = ( T1，T2，…，Tr )
'

其中 Ti = lnln( 1 － ln( 1 － F( ti ) ) ) ，( i = 1，2，…，
r)
设 EΤ = a = ( a1，a2，…，ar )

'，∑ = E ( T － a) ( T
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－ a ) '，那么 a，∑都是已知的。那么( 1 ) 式可表
示为:

lnti = lnη + 1
mai +

1
m δi ( i = 1，2，…，r) ( 2)

其中 δ = ( δ1，δ2，…，δr )
'，并且 E ( δ ) = 0，cov ( δ )

=∑
令

Y = ( Y1，Y2，…，Yr )
' = ( lnt1，lnt2，…，lntr )

'

X =

1 a1

1 a2

 
1 a













r

β = ( β0，β1 )
'

其中 β0 = lnη，β1 =
1
m，ε = β1δ。那么式( 2) 为式( 3)

Y = Xβ + ε
cov( ε) = β2

1
}∑ ( 3)

由此可得到参数最小二乘估计为

β^ = ( X'∑ － 1X) － 1X'∑ － 1Y
当 n，r给定时，矩阵 X与∑都是已知的，所以为

了便于使用，将上式简化为

β^ 0 =∑
r

i = 1
A0 ( n，r，i) lnti

β^ 1 =∑
r

i = 1
A1 ( n，r，i) lnt

{
i

其中 A0 ( n，r，i) ，A1 ( n，r，i) 的值在 n≤20

由此得到 ZZ( m，η) 分布两个参数的估计为 η̂

= e β̂0，m̂ = β^ － 1
1 。

3 定数截尾下 ZZ( m，η) 分布的参数
简单线性无偏估计

设 t1≤t2≤…≤tr 为来自 ZZ( m，η) 分布的容量

为 n的定数截尾样本。那么 x1 = lnt1≤x2 = lnt2≤…
≤xr = lntr 便是来自 EZ( μ，σ) 分布的容量为 n 的定
数截尾样本，其中 μ = lnη，σ =m － 1。
按照 Max Engelhardt，Lee J． Bain［2］茆诗松，王

玲玲［20］的方法，首先选定一个 s ( 1≤s≤r) ，然后构
造 σ形式如下的无偏估计

σ̂ = 1
nk∑

r

i = 1
xi － xs =

1
nk ( 2s － r － 1) xs －∑

s － 1

i = 1
xi + ∑

r

i = s + 1
x[ ]i ( 4)

为了便于计算 σ̂ 的均值与方差，把式( 4 ) 改

写为

σ̂ = σ
nk∑

r

i = 1

xi － μ
σ

－
xs － μ
σ

=

σ
nk∑

r

i = 1
yi － yj =

σ
nk ( 2s － r － 1) ys －∑

s － 1

i = 1
yi + ∑

r

i = s + 1
y[ ]i ( 5)

这里 yi = ( xi － μ) /σ ( i = 1，2，…，r) 就是来自标准
EZ( 0，1) 分布容量为 n的定数截尾样本。
记 Y = ( y1，y2，…，yr )

'，EY = a = ( a1，a2，…，
ar )

'，cov( Y) =∑ = ( σi，j ) r × r。因 yi ( i = 1，2，…，r)
的分布完全已知，所以 a，∑都是可确定的，令

bs = ( － 1，－ 1，…，－ 1，2s － r － 1，1，1，…，1)
'

由于 E ( σ̂) = σ，所以容易得到式( 4 ) 中的 k
满足

k = 1
n ( 2s － r － 1) as －∑

s － 1

i = 1
ai + ∑

r

i = s + 1
a[ ]i = 1

n b
'
sa

式( 5) 也可表示为 σ̂ = σ
nk［( 2s － r － 1) ys －∑

s － 1

i = 1
yi

+ ∑
r

i = s + 1
yi］=

σ
nkb

'
sY，所以有

var( σ̂) = σ2

n2k2
var( b'

sY) =
b'
s∑bs

( b'
sa)

2σ
2

s的确定应使得
b'
s∑βs

( b'
sa)

2达到最小。此时 k 只与

n，r有关，不妨记为 k = kn，r。这样就得到了 σ 的简
单线性无偏估计，且方差最小。μ 的无偏估计自然
取为

μ̂ = xs － σ̂E( ys ) = xs － asσ̂

所以 ZZ( m，η) 分布的参数估计为 η̂ = e μ̂，m̂ = σ̂ － 1。

4 结 论

本文针对可靠性统计中常见的四种寿命分布使

用时具有局限性的问题，提出了新型 ZZ 分布刻画
一类元件存储寿命的理论和方法，得到了预期的效

果，在一定程度上丰富了寿命分布的研究内容。在
此基础上给出了 ZZ 分布参数的简单线性无偏估计
与最佳线性无偏估计。
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