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一类单调基因参数可调三角模
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摘　 要:为了研究优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎬ给出一类单调基因参数可调三角模的定义ꎮ 先定义了一种由单调函数经

初等运算生成的广义 Ｔ 三角模 Ｆλꎬ再利用对偶性ꎬ定义广义 Ｓ 三角模 Ｇλꎬ统一了部分作者提出的优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎻ
应用该定义生成一对新的三角模ꎬ验证该定义用于构造模糊算子的可行性ꎬ为三角模的构造提供了新方向ꎻ研究部

分算子随参数 λ 调整的变化情况ꎬ以及和 Ｚａｄｅｈ 算子的关系ꎮ Ｆλ 和 Ｇλ能够使模糊集的交并运算更加合理ꎬ提高了

数据的利用率ꎬ避免信息丢失ꎮ 在三角模 Ｇλ 的基础上给出了 ｇ － λ 测度的定义及其定理ꎬ由此丰富了模糊测度的

理论ꎮ
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０　 引　 言

１９４２ 年法国学者 Ｍｅｎｇｅｒ[１] 推广经典的三角不

等式时引入了三角模的概念ꎬｔ￣模( ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｎｏｒｍ)

和 ｔ￣余模( ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｏｒｍ)统称为三角模ꎬ分别是

[０ꎬ１]区间上满足交换律、结合律、单调性、边界条

件的二元映射ꎬｔ￣余模也称 ｓ￣模ꎻ１９６５ 年ꎬＺａｄｅｈ[２] 发

表了题为“Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔｓ”的开创性论文ꎬ建立了模糊集

理论这一全新的研究领域ꎬ首先提出用 ｍｉｎ 和 ｍａｘ



作为模糊集的交运算和并运算ꎬ作为基本的模糊算

子ꎬ用来聚合模糊集的隶属函数信息ꎻＺａｄｅｈ 后多次

指出ꎬ模糊算子的选择应针对具体问题而定[３]ꎻ１９６５
年ꎬＬｉｎｇ[４]给出了 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ ｔ￣模的表示定理ꎬ提供

了设计大量 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ ｔ￣模的方法ꎻ１９７４ 年ꎬ日本学

者 Ｓｕｇｅｎｏ[５]首次提出一般形式的模糊测度ꎬ用比较

弱的单调性和连续性来替代可加性ꎬ从而定义了模

糊测度ꎻ１９８０ 年ꎬＹａｇｅｒ[６] 提出了一类广义模糊集算

子ꎬ改进了模糊集合的交并运算ꎻ上世纪八十年代

后ꎬ大家普遍将连续的 ｔ￣模和 ｓ￣模作为模糊集的交

并运算的一般形式ꎻ１９９２ 年ꎬ李中夫教授[７] 提出一

种方法ꎬ能够在实际问题中应用模糊集理论选取交、
并算子ꎬ并且便于在接收新信息时ꎬ对原有的算子进

行修正ꎻ １９９９ 年ꎬＥｓｋｉｌ 等[８]根据具有含参三角模算

子的模糊推断系统ꎬ及其在机械臂控制中的性能ꎬ给
出了一种根据经验数据来选取三角模算子的方法ꎻ
２００２ 年ꎬ李仁杰等[９]分析比较了采用不同模糊算子

的模糊推理方法ꎬ进一步研究其推理结果差异和计

算机控制仿真效果ꎻ２００３ 年ꎬ张世强[１０] 给出了一类

连续模糊算子ꎬ从应用的观点出发ꎬ分析了常用的三

角模与连续模糊算子之间的关系ꎻ２００４ 年ꎬＤｅｓｃｈｒｉ￣
ｊｖｅｒ 等[１１]扩展了三角模的概念ꎬ使之符合直觉模糊

集理论ꎬ以及 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ 性质和幂零的概念ꎻ同年ꎬ
Ｍｕｒｏｆｕｓｈｉ Ｔ 等[１２] 给出了非可加测度理论中 Ｅｇｏｒｏｆｆ
定理的必要条件和充分条件ꎻ２００９ 年ꎬ陈成等[１３] 提

出了自适应阈值的图像模糊边缘检测算法ꎬ算法结

果与 ｃａｎｎｙ 算子ꎬＰａｌ￣Ｋｉｎｇ 算子所做的边缘检测结果

相比有较好的效果ꎻ２０１１ꎬＪ Ｃａｓａｓｎｏｖａｓ和 ＪＶ Ｒｉｅｒａ[１４]

通过扩展离散集合上的三角模ꎬ在离散模糊数上定

义了几种二元运算ꎻ同年ꎬ许雪燕[１５] 对模糊综合评

价过程进行了三方面改进ꎬ在模糊算子方面ꎬ考虑幂

算子、非线性算子ꎻ２０１５ 年ꎬ刘琳[１６]研究了模糊测度

ｇλ 的无穷级数敛散性ꎻ２０１６ 年ꎬ张倩等[１７] 使用模糊

综合评判方法评价校园环境等级ꎬ分析比较了常见

的 ７ 种模糊算子ꎻ２０１７ 年ꎬＰｅｎｇ 等[１８] 提出了犹豫直

觉模糊加权平均算子ꎬ和基于 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅｓ ｔ￣模和 ｓ￣模
的犹豫直觉模糊加权平均算子来聚合决策信息ꎬ提
高了直觉模糊信息的决策效率ꎻ２０１８ 年ꎬ刘红彬

等[１９]提出了三角模糊数幂平均算子和三角模糊数

幂有序加权平均算子ꎬ并研究了它们在群决策中的

应用ꎻ２０２０ 年ꎬＫａｌｉｎａ[２０]明确地给出了根据一个单调

递增且具有交换律和结合律的算子来构造新 ｓ￣模的

４ 个公式ꎻ同年ꎬ赵辉[２１]给出一种较理想的模糊拟和

算子形式ꎬ并基于模糊概率空间给出了 Ｓｕｇｅｎｏ 拟和

概率积分的定义、定理ꎬ验证了若干定理ꎬ证明其可

行性ꎻ
本文主要给出一类参数可调的三角模的定义ꎬ

定义了一种由单调函数经初等运算生成的广义 Ｔ 三

角模 Ｆλꎬ再利用对偶性ꎬ给出广义 Ｓ 三角模 Ｇλ的定

义ꎬ统一了部分作者提出的优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎻ接下来

应用该定义生成一对新的三角模ꎬ证明其满足 ｔ￣模
与 ｓ￣模条件ꎬ验证该定义用于构造模糊算子的可行

性ꎬ并证明该三角模具有的一些性质ꎻ随后研究部分

算子随单调函数和参数 λ 调整的变化情况ꎬ通过仿

真结果与 Ｚａｄｅｈ 算子进行比较ꎬ尝试在不丢失信息

的情况下用 Ｆλ 和 Ｇλ 拟合 Ｚａｄｅｈ 算子ꎬ使得模糊集

的交并运算更加合理ꎬ提高数据的利用率ꎬ避免信息

丢失ꎮ 在 Ｇλ 三角模的基础上给出了 ｇ￣λ 测度的定

义及其定理ꎬ由此丰富了模糊测度的理论ꎮ

１　 预备知识

定义 １[２２] 　 映射 Ｔ: ０ꎬ１[ ]２→ ０ꎬ１[ ]ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ
∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ满足如下条件:

１)交换律:Ｔ ａꎬｂ( ) ＝ Ｔ ｂꎬａ( )ꎻ
２)结合律:Ｔ ａꎬＴ ｂꎬｃ( )( ) ＝ Ｔ Ｔ ａꎬｂ( )ꎬｃ( )ꎻ
３)单调性:若 ａ１≤ａ２ꎬｂ１≤ｂ２ꎬ则有 Ｔ ａ１ꎬｂ１( )≤

Ｔ ａ２ꎬｂ２( )ꎻ
４)边界条件 Ｔ １ꎬａ( ) ＝ ａꎮ
则称 Ｔ 为 Ｔ 三角模ꎬ或称 Ｔ 范数ꎮ
定义 ２[２２] 　 映射 Ｓ: ０ꎬ１[ ]２→ ０ꎬ１[ ]ꎬ若∀ａꎬｂꎬｃ

∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ满足如下条件:
１)交换律:Ｓ ａꎬｂ( ) ＝ Ｓ ｂꎬａ( )ꎻ
２)结合律:Ｓ ａꎬＳ ｂꎬｃ( )( ) ＝ Ｓ Ｓ ａꎬｂ( )ꎬｃ( )ꎻ
３)单调性:若 ａ１≤ａ２ꎬｂ１≤ｂ２ꎬ则有 Ｓ ａ１ꎬｂ１( )≤

Ｓ ａ２ꎬｂ２( )ꎻ
４)边界条件:Ｓ ０ꎬａ( ) ＝ ａꎮ
则称 Ｓ 为 Ｓ 三角模ꎬ或称 Ｓ 范数ꎮ
利用结合律可以把三角模从二元函数推广到 ｎ

元函数:
Ｔ ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ( ) ＝ Ｔ ｘ１ꎬＴ ｘ２ꎬＴ 􀆺ꎬＴ ｘｎ －１ꎬｘｎ( )( )( )( )ꎻ
Ｓ ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ( ) ＝ Ｓ ｘ１ꎬＳ ｘ２ꎬＳ 􀆺ꎬＳ ｘｎ －１ꎬｘｎ( )( )( )( )ꎮ

定义 ３[２３] 　 设 Ｘ 为非空集合ꎬＦ 为由 Ｘ 子集构

成的 σ －代数ꎬ集函数 μ:Ｆ→[０ꎬ∞ )是(ＸꎬＦ)上的

一个模糊测度ꎬ当且仅当满足以下条件:
１)μ ϕ( ) ＝ ０ꎻ
２)(单调性)
ＡꎬＢ∈ＦꎬＡ⊂Ｂ⇒μ(Ａ)≤μ(Ｂ)ꎻ
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３)(下连续性)

Ａ１⊂Ａ２⊂􀆺⊂Ａｎ⊂􀆺ꎬＡｎ∈Ｆꎬ∪
∞

ｎ ＝ １
Ａｎ∈Ｆꎬｎ ＝ １ꎬ

２ꎬ􀆺⇒μ(∪
∞

ｎ ＝ １
Ａｎ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
μ(Ａｎ)ꎻ

４)(上连续性)

Ａ１⊃Ａ２⊃􀆺⊃Ａｎ⊃􀆺ꎬＡｎ∈Ｆꎬ∩
∞

ｎ ＝１
Ａｎ∈Ｆꎬｎ ＝ １ꎬ２ꎬ

􀆺ꎬ且∃ ｎ０ 使得 μ(Ａｎ０) <∞⇒μ(∩
∞

ｎ ＝１
Ａｎ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
μ(Ａｎ)ꎮ

当满足 １)ꎬ２)ꎬ３)时ꎬμ 称为下半连续模糊测

度ꎻ当满足 １)ꎬ２)ꎬ４)时ꎬμ 称为上半连续模糊测度ꎮ

２　 主要结果及证明

首先ꎬ给出一类三角模的定义ꎮ
定义 ４　 设映射 Ｆλ: ０ꎬ１[ ] × ０ꎬ１[ ]→ ０ꎬ１[ ]ꎬ对

∀ｘꎬ ｙ ∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ λ ∈ ０ꎬ ＋ ∞[ )ꎬ Ｆλ ｘꎬｙ( ) ＝

ｆ －１ ｆ ｘ( ) ＋ ｆ ｙ( ) ＋ λｆ ｘ( )ｆ ｙ( )( ) ꎬ 其 中 ｆ: ０ꎬ１[ ] →
０ꎬ ＋ ∞[ )为单调递减函数ꎬ ｌｉｍ

ｘ→０ ＋
ｆ ｘ( ) ＝ ＋ ∞ ꎬ且满足

ｆ(１) ＝ ０ꎬ则称映射 Ｆλ 为 Ｆλ 算子ꎮ
定理 １　 Ｆλ 算子是 ０ꎬ１[ ]上的 ｔ￣模ꎮ
证明:∀ｘꎬｙ∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ算子 Ｆλ 须满足 ｔ￣模的 ４

个条件:
１)交换律:Ｆλ ｘꎬｙ( ) ＝ Ｆλ ｙꎬｘ( )显然ꎻ
２)结合律:
Ｆλ ｘꎬＦλ ｙꎬｚ( )( )

＝ Ｆλ ｘꎬｆ － １ ｆ ｙ( ) ＋ ｆ ｚ( ) ＋ λｆ ｙ( )ｆ ｚ( )( )( )

＝ ｆ － １ ｆ[ ｘ( ) ＋ ｆ ｙ( ) ＋ ｆ ｚ( ) ＋ λｆ ｙ( )ｆ ｚ( )( ) ＋
λｆ ｘ( ) ｆ ｙ( ) ＋ ｆ ｚ( ) ＋ λｆ ｙ( )ｆ ｚ( )( ) ]

＝ ｆ － １ ｆ[ ｘ( ) ＋ ｆ ｙ( ) ＋ ｆ ｚ( ) ＋ λｆ ｘ( )ｆ ｙ( ) ＋
λｆ ｘ( )ｆ ｚ( ) ＋ λｆ ｙ( )ｆ ｚ( ) ＋ λ２ ｆ ｘ( )ｆ ｙ( )ｆ ｚ( ) ]

＝ Ｆλ Ｆλ ｘꎬｙ( )ꎬｚ( )ꎻ
３)单调性:设 ｘ１ < ｘ２ꎬｙ１ < ｙ２ꎬ由
Ｆλ ｘꎬｙ( ) ＝ ｆ － １ ｆ ｘ( ) ＋ ｆ ｙ( ) ＋ λｆ ｘ( )ｆ ｙ( )( )

＝ ｆ － １ １
λ １ ＋ λｆ ｘ( )( ) １ ＋ λｆ ｙ( )( ) － １[ ][ ]

易得 Ｆλ(ｘ１ꎬｙ１) < Ｆλ(ｘ２ꎬｙ２)ꎻ
４)边界条件

Ｆλ １ꎬｙ( ) ＝ ｆ － １ ｆ １( ) ＋ ｆ ｙ( ) ＋ λｆ １( )ｆ ｙ( )( )

＝ ｆ － １ ｆ ｙ( )( ) ＝ ｙ
因此 Ｆλ ｘꎬｙ( )满足 ｔ￣模条件ꎬ说明由定义 １ 可以

生成一类 ｔ￣模ꎬ 可供参考的单调 函 数 ｆ ｘ( ) 有:

－ ｔａｎ π
２ ｘ － π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ１ － ｘ

ｘ ꎬｌｎ １
ｘ 等ꎮ

定义 ５　 设映射 Ｇλ: ０ꎬ１[ ] × ０ꎬ１[ ]→ ０ꎬ１[ ]ꎬ对
∀ｘꎬ ｙ ∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ λ ∈ ０ꎬ ＋ ∞[ )ꎬ Ｇλ ｘꎬｙ( ) ＝
ｇ －１ ｇ ｘ( ) ＋ ｇ ｙ( ) ＋ λｇ ｘ( )ｇ ｙ( )( ) ꎬ 其 中 ｇ: ０ꎬ１[ ] →
０ꎬ ＋ ∞[ )为单调递增函数ꎬ ｌｉｍ

ｘ→１ －
ｇ ｘ( ) ＝ ＋ ∞ ꎬ且满足

ｇ(０) ＝ ０ꎬ则称映射 Ｇλ 为 Ｇλ 算子ꎮ
定理 ２　 Ｇλ 算子是 ０ꎬ１[ ]上的 ｓ￣模
证明:∀ｘꎬｙ∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ算子 Ｇλ ｘꎬｙ( )须满足 ｓ￣模

的 ４ 个条件:已证当 ｆ(ｘ)满足单调递减且 ｆ(１) ＝ ０
时ꎬ可由 ｆ(ｘ)生成 Ｆλ 算子ꎬＦλ 算子是 ０ꎬ１[ ]上的 ｔ￣
模ꎻ令 ｇ ｘ( ) ＝ ｆ １ － ｘ( )ꎬ则 ｇ ｘ( )是单调递增函数ꎬ且
ｇ ０( ) ＝ ｆ １( ) ＝ ０ꎬ则由定理 １ 的证明ꎬ易得定理 ２
成立ꎮ

定理 ３　 Ｆλ 算子和 Ｇλ 算子互为对偶算子ꎮ
证明:设 ｙ ＝ ｇ ｘ( ) ＝ ｆ １ － ｘ( )ꎬｙ － １ ｘ( ) ＝ １ － ｘꎬ则

ｘ ＝ １ － ｆ － １ ｘ( )ꎬ又 ｘ ＝ ｇ － １ ｘ( )ꎬ故 ｇ － １ ｘ( ) ＝ １ －
ｆ － １ ｘ( )ꎮ

Ｇλ ｘꎬｙ( ) ＝ ｇ － １ ｇ ｘ( ) ＋ ｇ ｙ( ) ＋ λｇ ｘ( )ｇ ｙ( )( ) ＝
１ － ｆ － １ ｇ ｘ( ) ＋ ｇ ｙ( ) ＋ λｇ ｘ( )ｇ ｙ( )( ) ＝
１ － ｆ － １ ｆ １ － ｘ( ) ＋ ｆ １ － ｙ( ) ＋ λｆ １ － ｘ( )ｆ １ － ｙ( )( ) ＝
１ － Ｆλ １ － ｘꎬ１ － ｙ( )

定理 ４　 Ｆλ 算子和 Ｇλ 算子满足零 －壹律ꎮ
Ｆλ １ꎬ０( ) ＝ Ｆλ ０ꎬ１( ) ＝ Ｆλ ０ꎬ０( ) ＝ ０ꎬＦλ １ꎬ１( ) ＝ １
Ｇλ １ꎬ１( ) ＝ Ｇλ ０ꎬ１( ) ＝ Ｇλ １ꎬ０( ) ＝ １ꎬＧλ ０ꎬ０( ) ＝ ０
证明:
Ｆλ １ꎬ０( ) ＝ ｆ － １ ｆ １( ) ＋ ｆ ０( ) ＋ λｆ １( )ｆ ０( )( ) ＝

ｆ － １ ｆ ０( )( ) ＝ ０
Ｆλ １ꎬ１( ) ＝ ｆ － １ ｆ １( ) ＋ ｆ １( ) ＋ λｆ １( )ｆ １( )( ) ＝

ｆ － １ ０( ) ＝ １
故由交换律和单调性ꎬ有 Ｆλ １ꎬ０( ) ＝ Ｆλ ０ꎬ１( ) ＝

Ｆλ ０ꎬ０( ) ＝ ０
Ｇλ １ꎬ０( ) ＝ ｇ － １ ｇ １( ) ＋ ｇ ０( ) ＋ λｇ １( )ｇ ０( )( ) ＝

ｇ － １ ｇ １( )( ) ＝ １
Ｇλ ０ꎬ０( ) ＝ ｇ － １ ｇ ０( ) ＋ ｇ ０( ) ＋ λｇ ０( )ｇ ０( )( ) ＝

ｇ － １ ０( ) ＝ ０
故由交换律和单调性ꎬ有 Ｇλ １ꎬ１( ) ＝ Ｇλ ０ꎬ１( ) ＝

Ｇλ １ꎬ０( ) ＝ １
接下来根据定理 １ 和定理 ２ꎬ构造一对三角模ꎮ

推论 １　 由 ｆ０(ｘ) ＝ ｅ
１
ｘ － １ － １ꎬ生成的 Ｆ０ꎬλ算子ꎬ

是 ０ꎬ１[ ]上的 ｔ￣模:

设 Ｆ ＝ ｌｎ λｅ
１
ｘ ＋ １

ｙ － ２ ＋ １ － λ( ) ｅ
１
ｘ － １ ＋ ｅ

１
ｙ － １ － １( )( )

则 Ｆ０ꎬ λ ｘꎬｙ( ) ＝
１

１ ＋ Ｆ ｘꎬｙ∈ ０ꎬ１( ]

０ ｘ ＝ ０ 或 ｙ ＝ ０
{
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特别地ꎬ当 λ ＝ １ 时ꎬ对应的 ｔ￣模 Ｆ０ꎬ１(ｘꎬｙ)被姜

欣格[２４]命名为模糊似乘算子ꎬ结合构建的可信测度

空间重新定义了 Ｓｕｇｅｎｏ 模糊概率积分ꎬ最终应用于

电池性能检测ꎬ丰富了模糊概率积分理论ꎮ

Ｆ０ꎬ１ ｘꎬｙ( ) ＝ １
１ ＋ ｌｎ ｅ

１
ｘ ＋ １

ｙ － ２( )
＝ ｘｙ
ｘ ＋ ｙ － ｘｙ

推论 ２　 由 ｇ０ ｘ( ) ＝ ｆ０(１ － ｘ) ＝ ｅ
ｘ

１ － ｘ － １ꎬ生成的

Ｇ０ꎬλ算子ꎬ是 ０ꎬ１[ ]上的 ｓ￣模ꎮ

设 Ｇ ＝ ｌｎ λｅ
ｘ

１ － ｘ ＋
ｙ

１ － ｙ ＋ １ － λ( ) ｅ
ｘ

１ － ｘ ＋ ｅ
ｙ

１ － ｙ － １( )( )

Ｇ０ꎬλ ｘꎬｙ( ) ＝
Ｇ

１ ＋ Ｇ ｘꎬｙ∈ ０ꎬ１[ )

１ ｘ ＝ １ 或 ｙ ＝ １
{

引理 １ 　 对 ∀ｘꎬ ｙ ∈ ０ꎬ１[ ]ꎬ 有: Ｆλ ｘꎬｙ( ) ≤

ｍｉｎ ｘꎬｙ( ) ꎬＧλ ｘꎬｙ( )≥ｍａｘ ｘꎬｙ( )ꎮ

证明:由单调性和边界条件ꎬ可得 Ｆλ ｘꎬｙ( )≤
Ｆλ ｘꎬ１( ) ＝ ｘꎬ Ｆλ ｘꎬｙ( ) ≤ Ｆλ １ꎬｙ( ) ＝ ｙＧλ ｘꎬｙ( ) ≥
Ｇλ ｘꎬ０( ) ＝ ｘꎬＧλ ｘꎬｙ( )≥Ｇλ ０ꎬｙ( ) ＝ ｙ

故 Ｆλ ｘꎬｙ( )≤ｍｉｎ ｘꎬｙ( )ꎬＧλ ｘꎬｙ( )≥ｍａｘ ｘꎬｙ( )

定理 ５　 Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋１( )≤Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( )ꎬ
Ｇλ ａ１ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋ １( )≥Ｇλ ａ１ꎬ􀆺ꎬａｎ( )ꎮ

证 明: 首 先 证 明 Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( ) ≤
ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ{ }ꎬ

由引理 １ꎬ知 ｎ ＝ ２ 时 Ｆλ ａ１ꎬａ２( )≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２( )成

立ꎻ假设 ｎ ＝ ｋ 时 Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ( )≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ{ }成

立ꎬ又由引理 １ꎬ有
Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ ＋１( ) ＝Ｆλ Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ( )ꎬａｋ ＋１( )≤

ｍｉｎ Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ( )ꎬａｋ ＋ １( )≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｋ ＋ １{ }

故由数学归纳法ꎬ可得

Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( )≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ{ }ꎻ
又由Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋１( )≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋１{ }

ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋ １{ }≤ｍｉｎ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ{ }

可得 Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋１( )≤Ｆλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( )ꎮ
同理ꎬ可证Ｇλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( )≥ｍａｘ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ{ }ꎬ

进一步得到Ｇλ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎꎬａｎ ＋１( )≥Ｇ０ꎬ１ ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ( )ꎮ

另外ꎬ可由单调递减函数 ｆ１ ｘ( ) ＝ ｌｎ １
ｘ ꎬｆ２ ｘ( ) ＝

ｌｎ ｅ － １
ｅｘ － １

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ ｆ３ ｘ( ) ＝ ｌｎ ２ － ｘ

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ ｆ４(ｘ) ＝ １ － ｘ

ｘ 分别生成

Ｆ ｉꎬλ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４( )ꎬ当 ｘ 或 ｙ ＝ ０ꎬ定义 Ｆ ｉꎬλ ＝ ０ꎻ由对

偶性ꎬ可得 Ｇ ｉꎬλ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４( )ꎮ 由于篇幅有限ꎬ略去

Ｇ ｉꎬλ的表达式及证明 Ｆ ｉꎬλ和 Ｇ ｉꎬλ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４( )分别是

ｔ￣模和 ｓ￣模:
Ｆ１ꎬλ ｘꎬｙ( ) ＝ ｘｙｅ － λｌｎｘｌｎｙꎬ

Ｆ２ꎬλ ｘꎬｙ( ) ＝ ｌｎ １ ＋ ｅｘ －１( ) ｅｙ －１( )

ｅ －１ ｅ －λｌｎ ｅ －１
ｅｘ －１ｌｎ

ｅ －１
ｅｙ －１æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ

Ｆ３ꎬλ ｘꎬｙ( ) ＝ ２

１ ＋ ２ － ｘ( ) ２ － ｙ( )

ｘｙ ｅλｌｎ２ － ｘ
ｘ ｌｎ２ － ｙ

ｙ

ꎬ

Ｆ４ꎬ λ ｘꎬｙ( ) ＝ ｘｙ
１ － λ( ) ｘ ＋ ｙ － ｘｙ( ) ＋ λꎬ

取 λ ＝ ０ 时ꎬＦ１ꎬ０ ｘꎬｙ( ) ＝ ｘｙ 为普通实数乘法ꎬ

Ｆ２ꎬ０ ｘꎬｙ( ) ＝ ｌｎ １ ＋ ｅｘ － １( ) ｅｙ － １( )

ｅ － １
æ

è
ç

ö

ø
÷为 Ｆｒａｎｋ

算子ꎬ

Ｆ３ꎬ０ ｘꎬｙ( ) ＝ ｘｙ
１ ＋ １ － ｘ( ) １ － ｙ( )

为 ｅｉｎｓｔｅｉｎ 算子ꎬ

Ｆ４ꎬ λ ｘꎬｙ( ) ＝ ｘｙ
１ － λ( ) ｘ ＋ ｙ － ｘｙ( ) ＋ λ为 Ｈａｍａｃｈｅｒ

算子ꎮ 由此说明ꎬＦλ 和 Ｇλ 是一类广义 Ｔ 三角模和 Ｓ
三角模ꎬ能够统一部分作者给出的优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎮ

为了能够更清晰直观的分析 λ 对 Ｆ０ꎬλ和 Ｇ０ꎬλ的

作用ꎬ在 Ｍａｔｌａｂ 中编写程序进行仿真ꎬ得到 λ 在不

同取值的下 Ｆ０ꎬλ和 Ｇ０ꎬλ的仿真结果 λ≥０( )ꎬ包括正

视图、侧视图和等高线ꎬ如图 １ ~ １０ 所示ꎮ

图 １　 Ｚａｄｅｈ 算子∧
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｚａｄｅｈ Ｏｐｅｒａｔｏｒ

图 ２　 算子 Ｆ０ꎬ０

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ０ꎬ０
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图 ３　 算子 Ｆ０ꎬ５

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ０ꎬ５

图 ４　 算子 Ｆ０ꎬ３０

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ０ꎬ３０

图 ５　 算子 Ｆ０ꎬ１０７

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ０ꎬ１０７

图 ６　 Ｚａｄｅｈ 算子∨
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｚａｄｅｈ Ｏｐｅｒａｔｏｒ∨

图 ７　 算子 Ｇ０ꎬ０

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｇ０ꎬ０

图 ８　 算子 Ｇ０ꎬ５

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｇ０ꎬ５

图 ９　 算子 Ｇ０ꎬ３０

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｇ０ꎬ３０

图 １０　 算子 Ｇ０ꎬ１０７

Ｆｉｇ􀆰 １０　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｇ０ꎬ１０７

　 　 从仿真结果可以看出ꎬＦ０ꎬλ和 Ｇ０ꎬλ算子在不丢失

信息的情况下ꎬ取 λ ＝ ０ 可接近 Ｚａｄｅｈ 算子ꎬ模拟 Ｚａ￣

ｄｅｈ 算子完成对数据的处理ꎬ同时提高了数据的利

用率ꎬ避免丢失信息ꎮ 随着 λ 增大ꎬＦ０ꎬλ算子的等高

线分布向右上方迁移ꎬＧ０ꎬλ算子的等高线分布向左下

方迁移ꎮ

对于 Ｆｉꎬλ ｉ ＝１ꎬ２ꎬ３ꎬ４( )ꎬ仿真结果如图 １１ ~ １５

所示:

图 １１　 算子 Ｆ１ꎬ１

Ｆｉｇ􀆰 １１　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ１ꎬ１
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图 １２　 算子 Ｆ２ꎬ１

Ｆｉｇ􀆰 １２　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ２ꎬ１

图 １３　 算子 Ｆ３ꎬ１

Ｆｉｇ􀆰 １３　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ３ꎬ１

图 １４　 算子 Ｆ４ꎬ１

Ｆｉｇ􀆰 １４　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ４ꎬ１

图 １５　 算子 Ｆ２ꎬ４

Ｆｉｇ􀆰 １５　 Ｏｐｅｒａｔｏｒ Ｆ２ꎬ４

由图 １１ ~ １４ 可见ꎬＦλ、Ｇλ 和 ｆ ｘ( )、ｇ ｘ( )分别一

一对应ꎬＦλ 和 Ｇλ 的等高线簇的曲率随 λ 变化而变

化(图 １ ~ １０ꎬ图 １２ꎬ图 １５)ꎬ进而算子所代表的含义

不同ꎮ 在实际应用中ꎬ随着问题的深入ꎬ通过调试ꎬ
采用合适的算子和参数ꎬ能够为具体问题提供更有

针对性的帮助ꎮ
在 Ｇλ 算子的基础上ꎬ给出一种非可加测度的

定义ꎮ

定义 ６　 设 Ｘ 为非空集合ꎬＦ 为由 Ｘ 子集构成

的 σ － 代数ꎬλ∈ ０ꎬ ＋ ∞[ )ꎬｇ: ０ꎬ１[ ]→ ０ꎬ ＋ ∞[ )为

单调递增的连续函数ꎬ ｌｉｍ
ｘ→１ －

ｇ ｘ( ) ＝ ＋ ∞ ꎬ且满足 ｇ(０)

＝ ０ꎬ集函数 μ∗:Ｆ→ ０ꎬ１[ ]称为 ＸꎬＦ( )上的 ｇ￣λ 测

度ꎬ若 μ∗满足:
１)Ｘ 处为 １:Ｘ∈Ｆ⇒μ∗ Ｘ( ) ＝ １
２)非可加性:∀ＡꎬＢ∈ＦꎬＡ∩Ｂ ＝ ϕꎬμ∗ Ａ∪Ｂ( ) ＝

ｇ －１ ｇ μ∗ Ａ( )( ) ＋ｇ μ∗ Ｂ( )( )[ ＋λｇ μ∗ Ａ( )( )ｇ μ∗ Ｂ( )( ) ]

３)上连续性:∀ Ａｎ{ }⊂ＦꎬＡ１ ⊃Ａ２ ⊃􀆺⊃Ａｎ ⊃

􀆺ꎬ∩
∞

ｎ ＝ １
Ａｎ∈Ｆꎬ⇒μ∗ ∩

∞

ｎ ＝ １
Ａｎ( ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
μ∗ Ａｎ( )

４)下连续性:∀ Ａｎ{ }⊂ＦꎬＡ１ ⊂Ａ２ ⊂􀆺⊂Ａｎ ⊂

􀆺ꎬ∪
∞

ｎ ＝ １
Ａｎ∈Ｆꎬ⇒μ∗ ∪

∞

ｎ ＝ １
Ａｎ( ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞
μ∗ Ａｎ( )

当 ｇ ｘ( ) ＝ ｘ 时ꎬμ∗是 λ￣Ｆ 测度ꎬ从这个意义上

说 μ∗是 λ￣Ｆ 测度的推广ꎮ
当 ｇ ｘ( )为线性函数且 λ ＝ ０ 时ꎬμ∗满足可加性ꎬ

并由连续性易得可列可加性成立ꎬ此时测度 μ∗是概

率测度ꎬ从这个意义上说测度 μ∗ 是概率测度的

扩张ꎮ
定理 ６　 设 μ 为 ＸꎬＦ( )上的 μ∗测度ꎬ则 μ 具有

如下性质:
１)单调性:ＡꎬＢ∈Ｆꎬ若 Ａ⊂Ｂꎬ有 μ Ａ( )≤μ Ｂ( )

２)零可加性:对∀ＡꎬＢ∈ＦꎬＡ∩Ｂ ＝ ϕꎬ若μ Ａ( ) ＝
０ꎬ则有 μ Ａ∪Ｂ( ) ＝ μ Ｂ( )ꎮ

３)对∀ＡꎬＢ∈Ｆꎬ且 Ａ∩Ｂ ＝ ϕꎬ有
ｇ μ Ａ∪Ｂ( )( )≥ｇ μ Ａ( )( ) ＋ ｇ μ Ｂ( )( )ꎻ
４)对∀ＡꎬＢ∈Ｆꎬ有

ｇ μ Ａ － Ｂ( )( ) ＝ ｇ μ Ａ( )( ) － ｇ μ Ａ∩Ｂ( )( )

１ ＋ λｇ μ Ａ∩Ｂ( )( )[ ]
∀ｉ≠ｊ 时ꎬＡｉ∩Ａ ｊ ＝ ϕꎬ则有

ｇ μ ∪
∞

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝ １

λ ∏
∞

ｋ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] － １[ ]

证明:
１)若 ＡꎬＢ∈Ｆꎬ且 Ａ⊂Ｂꎬμ:Ｆ→ ０ꎬ１[ ]ꎬ则有 Ｂ ＝

Ａ∪ Ｂ － Ａ( )且 Ａ∩ Ｂ － Ａ( ) ＝ ϕꎬ由定义 ６ꎬ
μ Ｂ( ) ＝ μ Ａ∪ Ｂ － Ａ( )( ) ＝ ｇ － １ ｇ μ Ａ( )( )[ ＋

ｇ μ Ｂ － Ａ( )( ) ＋ λｇ μ Ａ( )( )ｇ μ Ｂ － Ａ( )( ) ]≥
ｇ － １ ｇ μ Ａ( )( )( )≥μ Ａ( )

２)对∀ＡꎬＢ∈Ｆꎬ且 Ａ∩Ｂ ＝ ϕꎬ若 μ Ａ( ) ＝ ０ꎬ由定

义 ６ꎬｇ(０) ＝ ０ꎬ则有

μ Ａ∪Ｂ( ) ＝ ｇ － １ ｇ μ Ａ( )( ) ＋ ｇ μ Ｂ( )( )[ ＋
λｇ μ Ａ( )( )ｇ μ Ｂ( )( ) ] ＝ ｇ － １[ｇ ０( ) ＋ ｇ μ Ｂ( )( ) ＋
λｇ ０( )ｇ μ Ｂ( )( )] ＝ ｇ － １ ｇ μ Ｂ( )( )( ) ＝ μ Ｂ( )

特别地ꎬ当 Ｂ ＝ ϕꎬ有 μ ϕ( ) ＝ ０ꎬ结合单调性可知
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μ∗是模糊测度ꎮ
３)对∀ＡꎬＢ∈Ｆꎬ且 Ａ∩Ｂ ＝ ϕꎬλ∈ ０ꎬ∞[ )ꎬ
ｇ μ Ａ∪Ｂ( )( ) ＝ ｇ μ Ａ( )( ) ＋ ｇ μ Ｂ( )( ) ＋

λｇ μ Ａ( )( )ｇ μ Ｂ( )( )≥ｇ μ Ａ( )( ) ＋ ｇ μ Ｂ( )( )

４)由 Ａ ＝ Ａ － Ｂ( )∪ Ａ∩Ｂ( )ꎬ则有

μ Ａ( ) ＝ ｇ － １ ｇ μ Ａ － Ｂ( )( )[ ＋ ｇ μ Ａ∩Ｂ( )( ) ＋
λｇ μ Ａ － Ｂ( )( )ｇ μ Ａ∩Ｂ( )( ) ]

整理可得 μ Ａ － Ｂ( )ꎮ
５)因∀ｉ≠ｊꎬＡｉ∩Ａ ｊ ＝ ϕꎬ由定义 ７ꎬ有
ｇ μ Ａ１∪Ａ２( )[ ] ＝ ｇ μ Ａ１( )( ) ＋ ｇ μ Ａ２( )( ) ＋

λｇ μ Ａ１( )( )ｇ μ Ａ２( )( ) ＝ １
λ １ ＋ λｇ μ Ａ１( )( )[ ]{

１ ＋ λｇ μ Ａ２( )( )[ ] － １}

假设ｇ μ ∪
ｋ －１

ｉ ＝１
Ａｉ( )[ ] ＝ １

λ ∏
ｋ －１

ｉ ＝１
１＋λｇ μ Ａｉ( )( )[ ] －１[ ]成立ꎬ

ｇ μ ∪
ｋ

ｉ ＝ １
Ａｉ( )[ ] ＝ ｇ μ ∪

ｋ － １

ｉ ＝ １
Ａｉ( )∪Ａｋ[ ]{ } ＝

ｇ μ ∪
ｋ －１

ｉ ＝１
Ａｉ( )( ) ＋ ｇ μ Ａｋ( )( ) ＋λｇ μ ∪

ｋ －１

ｉ ＝１
Ａｉ( )( )ｇ μ Ａｋ( )( ) ＝

ｇ μ ∪
ｋ － １

ｉ ＝ １
Ａｉ( )( ) １ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] ＋ ｇ μ Ａｋ( )( ) ＝

１
λ ∏

ｋ －１

ｉ ＝１
１＋λｇ μ Ａｉ( )( )[ ] －１[ ] １＋λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] ＋ｇ μ Ａｋ( )( ) ＝

１
λ ∏

ｋ

ｉ ＝１
１＋λｇ μ Ａｉ( )( )[ ] － １＋λｇ μ Ａｋ( )( )[ ][ ] ＋ｇ μ Ａｋ( )( ) ＝

１
λ ∏

ｋ

ｉ ＝１
１＋λｇ μ Ａｉ( )( )[ ] －１－λｇ μ Ａｋ( )( ) ＋λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] ＝

１
λ ∏

ｋ

ｉ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｉ( )( )[ ] － １[ ]

由数学归纳法ꎬ∀ｎ≥２ꎬ恒有

ｇ μ ∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝ １

λ ∏
ｎ

ｋ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] － １[ ]

又由 μ 和 ｇ ｘ( )的连续性ꎬ得

ｇ μ ∪
∞

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝ ｇ ｕ ｌｉｍ

ｎ→∞
∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝

ｇ ｌｉｍ
ｎ→∞

μ ∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｇ μ ∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ａｋ( )( ) ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
λ ∏

ｎ

ｋ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] － １[ ] ＝

１
λ ∏

∞

ｋ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] － １[ ]

即 ｇ μ ∪
∞

ｋ ＝ １
Ａｋ( )[ ] ＝ １

λ ∏
∞

ｋ ＝ １
１ ＋ λｇ μ Ａｋ( )( )[ ] － １[ ]ꎮ

综上所述ꎬ测度 μ∗为模糊测度ꎬ称 ＸꎬＦ( )为 ｇ￣λ
模糊可测空间ꎬ ＸꎬＦꎬμ∗( )为 ｇ￣λ 模糊测度空间ꎮ

３　 结　 论

本文给出一种构造参数可调的 Ｔ 三角模的方

法ꎬ先定义了一种由单调函数经初等运算生成的广

义 Ｔ 三角模 Ｆλꎬ利用对偶性ꎬ定义了广义 Ｓ 三角模

Ｇλꎬ统一了部分作者提出的优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎬ为三角

模的构造提供了新方向ꎮ 应用该方法构造一对新的

三角模作为优化 Ｚａｄｅｈ 算子ꎬ通过仿真结果与 Ｚａｄｅｈ
算子进行比较ꎬ找到了在不丢失信息的情况下能够

拟合 Ｚａｄｅｈ 算子的 Ｆλ 和 Ｇλꎮ 在 Ｓ 三角模 Ｇλ 的基础

上引入了 ｇ￣λ 测度ꎬ对其性质进行了探讨ꎬ对于 ｇ￣λ
测度的实际应用ꎬ将在后续的具体问题中作为重点ꎬ
进行深入研究ꎮ
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