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摘　 要:为了推广正交矩阵理论ꎬ利用赋范线性空间中的广义正交性ꎬ引入了广义正交矩阵的概念ꎬ并对几类

广义正交矩阵及其性质进行了讨论ꎬ给出了广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵可逆的充分条件ꎮ
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０　 引　 言

正交矩阵作为理工各学科领域研究中的一个重

要工具ꎬ在许多领域中发挥着重要的作用ꎮ 实方阵

为正交矩阵的充分必要条件是其行向量组或列向量

组为标准正交组ꎬ实际上这种正交是内积空间意义

下的正交ꎮ 因为广义正交理论是内积空间正交性在

一般赋范线性空间中的推广[１ － ８]ꎬ所以可以在一般

的赋范线性空间中讨论几种广义正交的性质ꎬ如与

广义正交性质密切相关的几何常数性质[９ － １０]、Ｃ∗ －
代数上的性质[１１ － １２]、算子空间上各种算子的广义正

交性[１３ － １７]等ꎬ这使得我们可以将正交矩阵的概念推

广到赋范线性空间中ꎬ给出广义正交矩阵的概念ꎮ
本文借助于赋范线性空间中的广义正交性ꎬ将

正交矩阵理论加以推广ꎬ并展开讨论ꎮ

１　 预备知识

定义 １[１] 　 设 Ｘ 是一个赋范线性空间ꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ
如果对任意 α∈ℝ 都有

‖ｘ ＋ αｙ‖≥‖ｘ‖ꎬ (１)
则称 ｘＢｉｒｋｈｏｆｆ 正交于 ｙꎬ记作 ｘ⊥Ｂｙꎮ
定义 ２[２] 　 设 Ｘ 是一个赋范线性空间ꎬｘꎬｙ∈Ｘꎬ

如果有

‖ｘ ＋ ｙ‖ ＝‖ｘ － ｙ‖ꎬ (２)
则称 ｘ 等腰正交于 ｙꎬ记作 ｘ⊥Ｉｙꎮ
定义 ３　 设 Ｘ ＝ ℝ ｎꎬ 􀅰( )是 ｎ 维实赋范线性空

间ꎬＧ ＝ η １ꎬη ２ꎬ􀆺ꎬηｍ{ }为ℝ ｎ 上的向量组ꎬ若对任

意的非零行向量 ηｉꎬηｊ ∈Ｇ ｉ≠ｊ( )都有 ηｉ ⊥Ｂηｊ 且



ηｊ⊥Ｂηｉ 成立ꎬ则称 Ｇ 为 Ｘ 上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交

组ꎮ 若对任意的非零行向量 ηｉ∈Ｇ 还有‖ηｉ‖ ＝ １
成立ꎬ则称 Ｇ 为 Ｘ 上的广义 Ｂ 正交组ꎮ

定义 ４　 设 Ｘ ＝ ℝ ｎꎬ 􀅰( )是 ｎ 维实赋范线性空

间ꎬＧ ＝ η１ꎬη２ꎬ􀆺ꎬηｍ{ }为ℝ ｎ 上的向量组ꎬ若对任意

的非零行向量 ηｉꎬηｊ∈Ｇ ｉ≠ｊ( )都有 ηｉ⊥Ｉηｊ 成立ꎬ则
称 Ｇ 为 Ｘ 上的广义等腰正交组ꎮ 若对任意的 ηｉ∈Ｇ
还有‖ηｉ ‖ ＝ １ 成立ꎬ则称 Ｇ 为 Ｘ 上的广义 Ｉ 正

交组ꎮ
定义 ５　 令 ｎ × ｎ 矩阵 Ａ ＝ [α１􀆺αｎ] Ｔꎬ其中 α１ꎬ

α２ꎬ􀆺ꎬαｎ ∈ℝ ｎꎮ 若 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ{ }为 ℝ ｎꎬ 􀅰( )空

间上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ则称矩阵 Ａ 为广义

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正 交 矩 阵ꎮ 若 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ{ } 为

ℝ ｎꎬ 􀅰( )空间上的广义 Ｂ 正交组ꎬ则称矩阵 Ａ 为

广义 Ｂ 正交矩阵ꎮ
定义 ６　 令 ｎ × ｎ 矩阵 Ａ ＝ [α１􀆺αｎ] Ｔꎬ其中 α１ꎬ

α２ꎬ􀆺ꎬαｎ ∈ℝ ｎꎮ 若 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ{ }为 ℝ ｎꎬ 􀅰( )空

间上的广义等腰正交组ꎬ则称矩阵 Ａ 为广义等腰正

交矩阵ꎮ 若 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ{ }为 ℝ ｎꎬ 􀅰( )空间上的广

义 Ｉ 正交组ꎬ则称矩阵 Ａ 为广义 Ｉ 正交矩阵ꎮ
从定义易知ꎬ当 Ｘ 为内积空间时ꎬ广义正交矩阵

就是正交矩阵ꎬ且矩阵的广义正交性与空间的范数

存在着必然的联系ꎬ甚至可以认为矩阵的广义正交

性由范数确定ꎮ 对于 􀅰 ｐ(１ < ｐ < ∞ )范数ꎬ广义正

交矩阵总是存在的ꎬ如单位阵等ꎮ 一般来说ꎬ广义正

交矩阵具有正交矩阵的某些性质ꎬ但是与正交矩阵

也有很大的不同ꎬ本文将对广义正交矩阵相关的性

质进行初步讨论ꎮ
定理 １[１８] 　 赋范线性空间 Ｘ 上的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交

是左唯一 (右唯一) 的当且仅当 Ｘ 是严格凸 (光

滑)的ꎮ
定理 ２[１８] 　 赋范线性空间 Ｘ 上的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交

是右可加的当且仅当 Ｘ 是光滑的ꎮ

２　 主要结果

２􀆰 １　 可逆性

根据定义ꎬ我们容易知道ꎬ当范数不同时ꎬ同一

个矩阵的广义正交性是不同的ꎮ 同时ꎬ不同范数意

义下的广义正交矩阵性质也不尽相同ꎮ 比如正交矩

阵一定可逆ꎬ而广义正交矩阵的可逆性就与范数有

关系ꎮ
例 １　 在赋范线性空间 ℝ ３ꎬ 􀅰 ｙ( )中ꎬ对任意的

ｘ′ ＝ ｘꎬｙꎬｚ( )∈Ｘꎬ规定:

ｘ′ ＝ ｍａｘ ｙ ꎬ ｘ ＋ １ － γ( ) ｙ ꎬ ｚ }{ (３)
其中 γ∈[０ꎬ１]ꎮ

下面我们说明在 Ｘ 中存在广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩

阵不可逆ꎮ

令 γ ＝ １
２ ꎬ则 Ｘ 的单位球面在 ｘｏｙ 平面的投影为

六边形ꎮ 我们考虑这个投影平面 Ｘ１ꎮ 空间 Ｘ１ 的单

位球面如图 １ 所示ꎬ由图可以看出其端点分别为

± １ꎬ０( )、 ± １
２ 、１æ

è
ç

ö

ø
÷ꎬ ± － １

２ ꎬ１æ

è
ç

ö

ø
÷ꎮ

图 １　 Ｘ１ 单位球面

Ｆｉｇ􀆰 １ 　 Ｕｎｉｔ ｓｐｈｅｒｅ ｏｆ Ｘ１
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则在空间Ｘ 中ꎬ １ꎬ０ꎬ０( )ꎬ １
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è
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义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ但形成的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵
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不可逆ꎮ

上述例子表明ꎬ广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵不一定可

逆ꎬ但在一定条件下ꎬ广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵是可逆

的ꎬ下给出定理证明ꎮ
定理 ３　 令 Ｘ ＝ ℝ ｎꎬ 􀅰( )ꎬ为 Ｘ 上的广义 Ｂｉｒｋ￣

ｈｏｆｆ 正交矩阵ꎬ若 Ｘ 严格凸ꎬ则 Ａ 可逆ꎮ
证明: １ ) 当 ｎ ＝ ２ 时ꎬ 结 论 是 显 然 的ꎮ 设

α１ꎬα２{ }为 Ｘ 上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ则对于广义

正交矩阵 Ａ ＝
α１

α２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú有
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α１⊥Ｂα２ꎬα２⊥Ｂα１ (４)
若 Ａ 不可逆ꎬ则存在 ｋ∈ℝ ｋ≠０( )使得

α１ ＝ ｋα２ (５)
则有

ｋα２⊥Ｂα２ꎬα２⊥Ｂｋα２ (６)
与 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交定义矛盾ꎮ 所以 Ａ 可逆ꎮ

２)假设 ｎ≥３ꎮ
设 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ{ }为 Ｘ 上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交

组ꎬ则对于广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵 Ａ ＝ [α１􀆺αｎ] Ｔꎬ若
Ａ 不可逆ꎬ则存在不全为零的 ｋ２ꎬ ｋ３ꎬ􀆺ꎬ ｋｎ ∈ℝ ꎬ
使得

α１ ＝ ｋ２α２ ＋ ｋ３α３ ＋􀆺 ＋ ｋｎαｎ (７)
因为空间 Ｘ 是严格凸的ꎬ所以 Ｘ 上的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

正交具有左唯一性ꎮ 又因为 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ 之间的

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交是对称的ꎬ所以 Ｘ 上的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交也

是右唯一的ꎮ
由定理 １ 可以推出空间 Ｘ 是光滑的ꎬ所以根据

定理 ２ 知空间 Ｘ 上的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交是右可加的ꎮ 进

而由 α１⊥Ｂα２ꎬα１⊥Ｂα３ꎬ􀆺ꎬα１⊥Ｂαｎ 及 Ｘ 上 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
正交的齐次性与可加性知

α１⊥Ｂｋ２α２ ＋ ｋ３α３ ＋􀆺 ＋ ｋｎαｎ (８)
α１⊥Ｂα１ (９)

与 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交的定义矛盾ꎬ所以 Ａ 可逆ꎮ
２􀆰 ２　 转置矩阵的性质

为方便下文讨论ꎬ先求得 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空

间上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组与广义 Ｂ 正交组ꎮ
引理 １　 ℓ２

ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中非零行向量

组 αꎬβ{ }为广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组当且仅当满足下列

条件之一:
１)α ＝ ± (ｘ１ꎬ０)且 β ＝ ± ｋ ０ꎬ１( )ꎻ
２)α ＝ ± ｘ１ꎬｘ１( )且 β ＝ ± ｋ(１ꎬ － １)ꎮ
证明: 由 文 [ １９ ] 知: 对 任 意 的 αꎬ β ∈ ℓ２

ｐ

１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )ꎬ设 α ＝ ｘ１ꎬｘ２( )ꎬ
１)当满足 α⊥Ｂβ 条件时ꎬ有

β ＝ ｋ １ꎬ －
ｘ１

ｐ － ２ｘ１

ｘ２
ｐ － ２ｘ２

æ

è
ç
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ø
÷　 ∀ｋ∈ℝ (１０)

２)若 β ＝ ｙ１ꎬｙ２( )满足 β⊥Ｂαꎬ则 ｙ１ꎬｙ２ 满足方

程组:
ｙ１

ｐ － ２ｙ１

‖β‖ｐ － １ ＝ ±
－ ｘ２

‖ － ｘ２ꎬｘ１( )‖ｑ

ｙ２
ｐ － ２ｙ２

‖β‖ｐ － １ ＝ ±
ｘ１

‖ － ｘ２ꎬｘ１( )‖ｑ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

(１１)

则根据这 ２ 个条件可以求得:对任意的非零行

向量 αꎬβ∈ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )ꎬα⊥Ｂβ 且 β⊥Ｂα 当

且仅当满足以下条件之一:
１)α ＝ ± (ｘ１ꎬ０)且 β ＝ ± ｋ ０ꎬ１( )ꎻ
２)α ＝ ± ｘ１ꎬｘ１( )且 β ＝ ± ｋ(１ꎬ － １)ꎮ
引理 ２　 ℓ２

ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中非零行向量

组 αꎬβ{ }为广义 Ｂ 正交组当且仅当满足下列条件

之一:
１)α ＝ ± (１ꎬ０)且 β ＝ ± ０ꎬ１( )ꎻ

２)α ＝ ± １
２１ / ｐꎬ

１
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证明:由引理 １ꎬ令 α ＝ β ＝ １ꎬ则对任意的非

零行向量 αꎬβ∈ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )ꎬα⊥Ｂβ 且β⊥Ｂα

当且仅当满足以下条件之一:
１)α ＝ ± (１ꎬ０)且 β ＝ ± ０ꎬ１( )ꎻ

２)α ＝ ± １
２１ / ｐꎬ

１
２１ / ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷且 β ＝ ± １

２１ / ｐꎬ
－ １
２１ / ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎮ

结论　 广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵的转置不一定是

广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵ꎮ

证明: 不 妨 设 Ａ ＝
２ ２
１ － １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ 由 引 理 １ 知

２ꎬ２( )ꎬ １ꎬ － １( ){ }为 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的

广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ所以 Ａ 为广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩

阵ꎮ 此时 ＡＴ ＝
２ １
２ － １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úꎬ但 ２ꎬ１( )ꎬ ２ꎬ － １( ){ }不是

广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ进而 Ａ 的转置不是广义 Ｂｉｒｋ￣
ｈｏｆｆ 正交矩阵ꎮ

由求得的广义 Ｂ 正交组可以得到如下结论:
定理 ４　 ℓ２

ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中ꎬ广义 Ｂ 正

交矩阵的转置是广义 Ｂ 正交矩阵ꎬ广义 Ｂ 正交矩阵

的逆是广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵ꎮ
２􀆰 ３　 保正交性

定理 ５　 在 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中ꎬ令 Ａ 为

其 上 的 广 义 Ｂ 正 交 矩 阵ꎬ 若 αꎬβ{ } 为 ℓ２
ｐ

１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎬ则
ＡαＴꎬＡβＴ{ }也是 ｌ２ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的广义

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎮ
证明:当广义 Ｂ 正交矩阵 Ａ 中行向量为引理 ２

中的情况 １)时ꎬ结论是显然的ꎮ 下面验证当 Ａ 中行

向量为 ２)的情况ꎮ

不妨设 Ａ ＝

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ － １

２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ当广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交

组为 ± (ｘ１ꎬ０)ꎬ ± ｋ ０ꎬ１( ){ }时ꎬ
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ＡαＴ ＝ ±

１
２１ / ｐｘ１

１
２１ / ｐｘ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬＡβＴ ＝ ± ｋ

１
２１ / ｐ

－ １
２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(１２)

根据引理 １ꎬ此时 ＡαＴꎬＡβＴ{ }为 ℓ２
ｐ (１ < ｐ < ∞ ꎬ

ｐ≠２)空间上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎮ 当广义 Ｂｉｒｋ￣
ｈｏｆｆ 正交组为 ± ｘ１ꎬｘ１( )ꎬ ± ｋ(１ꎬ － １){ }时ꎬ

ＡαＴ ＝ ±
２

２１ / ｐｘ１

０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬＡβＴ ＝ ± ｋ

０
２

２１ / ｐ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(１３)

根 据 引 理 １ꎬ 此 时 ＡαＴꎬＡβＴ{ } 为 ℓ２
ｐ

１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组ꎮ
２􀆰 ４　 广义正交矩阵之间的关系

定理 ６　 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中ꎬ广义 Ｂｉｒｋ￣

ｈｏｆｆ 正交矩阵一定是广义等腰正交矩阵ꎬ广义 Ｂ 正
交矩阵一定是广义 Ｉ 正交矩阵ꎮ

证明: 当 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空 间 中 的 广 义

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵 Ａ 中行向量为引理 １ 中的情况 １)
时ꎬ结论是显然的ꎮ 下面验证当 Ａ 中行向量为 ２)的
情况ꎮ

当 Ａ 中 行 向 量 为 ２ ) 这 种 情 况 时ꎬ Ａ ＝ ±
ｘ１ ｘ１

ｋ － ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷或 Ａ ＝ ±

ｋ － ｋ
ｘ１ ｘ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ꎮ 此时有

‖ ｘ１ ＋ ｋꎬｘ１ － ｋ( )‖ｐ ＝‖ ｘ１ － ｋꎬｘ１ ＋ ｋ( )‖ｐ

(１４)
所以 根 据 等 腰 正 交 的 定 义 可 知 Ａ 为 ℓ２

ｐ

１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的广义等腰正交矩阵ꎮ
对于广义 Ｂ 正交矩阵来说ꎬ也可得到广义 Ｂ 正

交矩阵为广义 Ｉ 正交矩阵ꎬ因为讨论过程与上述过
程类似ꎬ所以不再进行展开说明ꎮ

引理 ３　 若 ＡꎬＣ 为 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上

的 广 义 Ｂ 正 交 矩 阵ꎬ 则 乘 积 ＡＣ 为 ℓ２
ｐ

１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵ꎮ
注:若 ＡꎬＣ 为广义 Ｂ 正交矩阵ꎬ则乘积 ＡＣ 不

一定是广义 Ｂ 正交矩阵ꎮ 比如 Ａ ＝

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ － １

２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｃ ＝

１
２１ / ｐ － １

２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

时ꎬ

ＡＣ ＝

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ － １

２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

１
２１ / ｐ － １

２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

１
２１ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

２
２２ / ｐ ０

０ － ２
２２ / ｐ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

(１５)

当 ｐ > ２ 时ꎬＡＣ 中行向量的范数均大于 １ꎬ所以

不是广义 Ｂ 正交矩阵ꎮ
上述内容是在赋予广义 Ｂ 正交矩阵 ＡꎬＣ 相同

的 􀅰 ｐ 范数时得到的结论ꎬ当 ＡꎬＣ 赋不同的范数时

乘积的广义正交性是否有所不同呢? 下面进行

讨论ꎮ
定理 ７ 　 设 Ａ 为 ℓ２

ｐ１ １ < ｐ１ < ∞ ꎬｐ１≠２( )空间上

的广义 Ｂ 正交矩阵ꎬＣ 为 ℓ２
ｑ１ １ < ｑ１ < ∞ ꎬｑ１≠２( )空

间上的广义 Ｂ 正交矩阵ꎬ且 ｐ１ꎬｑ１ 满足条件: １
ｐ１

＋ １
ｑ１

＝ １ꎬ则此时乘积 ＡＣ 为 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上

的广义 Ｂ 正交矩阵ꎮ
证明:根据引理 ２ 中的几种情况ꎬ分别进行

讨论:
(ⅰ)当 ＡꎬＣ 中行向量均为情况 １)时ꎬＡＣ ＝

± Ａ或 ± Ｃꎬ结论显然成立ꎮ
(ⅱ)当 Ａ 中行向量为 １)、Ｃ 中行向量为 ２)这

种情况时ꎬ不妨设 Ｃ ＝

１
２１ / ｑ１

－ １
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ则 ＡＣ ＝ ± Ｃ

或 ±

１
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

－ １
２１ / ｑ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎻ

当 Ａ 中行向量为 ２)、Ｃ 中行向量为 １)这种情况

时ꎬ不妨设 Ａ ＝

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

－ １
２１ / ｐ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬ则 ＡＣ ＝ ± Ａ 或

±

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

－ １
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎮ

结论均成立ꎮ
(ⅲ)当 ＡꎬＣ 中行向量均为情况 ２)时ꎬ不妨设

Ａ ＝

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

－ １
２１ / ｐ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ꎬＣ ＝

１
２１ / ｑ１

－ １
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

则

ＡＣ ＝

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

１
２１ / ｐ１

－ １
２１ / ｐ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

􀅰

１
２１ / ｑ１

－ １
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

１
２１ / ｑ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
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２
２１ / ｐ１ ＋１ / ｑ１

０

０ － ２
２１ / ｐ１ ＋１ / ｑ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

１
２１ / ｐ１ ＋１ / ｑ１ －１ ０

０ － １
２１ / ｐ１ ＋１ / ｑ１ －１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

１ ０
０ － １[ ] (１６)

结论成立ꎮ
所以综上所述ꎬＡＣ 为 ℓ２

ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间

上的广义 Ｂ 正交矩阵ꎮ
在定理 ６ 中我们已初步讨论了广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正

交矩阵与广义等腰正交矩阵之间的关系ꎬ我们进一

步猜测:对于由非零行向量 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ 组成的 ｎ ×
ｎ 矩阵 Ｍꎬ其中 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｎ∈ℓｎ

ｐ (１ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２)
且满足条件 αｉ⊥Ｂαｊ 或 αｊ⊥Ｂαｉ １≤ｉꎬｊ≤ｎꎬｉ≠ｊ( )ꎬ若
Ｍ 同时为 ℓｎ

ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间上的广义等腰正

交矩阵ꎬ则可以推出 Ｍ 为 ℓｎ
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间

上的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵ꎮ 相关的内容我们正在

考虑推广到一般赋范线性空间中ꎬ但结论有可能不

同ꎬ还有待进一步讨论ꎮ

３　 结 论

本文对正交矩阵进行推广ꎬ借助于赋范线性空

间中的广义正交理论ꎬ建立了广义正交矩阵的概念ꎬ
得到严格凸的赋范线性空间中广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩

阵是可逆的结论ꎬ同时在 ℓ２
ｐ １ < ｐ < ∞ ꎬｐ≠２( )空间中

得到广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组、广义 Ｂ 正交组ꎬ并利用广

义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交组、广义 Ｂ 正交组讨论了广义 Ｂｉｒｋ￣
ｈｏｆｆ 正交矩阵、广义 Ｂ 正交矩阵转置的性质、保正交

性及广义 Ｂ 正交矩阵乘积矩阵的性质ꎬ探讨了广义

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 正交矩阵与广义等腰正交矩阵的关系ꎬ并进

一步提出猜测ꎮ
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