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一类半线性微分方程的渐近概自守温和解

姚慧丽， 宋晓秋， 李兴华
( 哈尔滨理工大学 应用科学学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:在解决某些实际问题的时候，渐近概自守函数比渐近概周期函数更具有现实意义．为
了研究渐近概自守函数在微分方程中的应用，依据不动点定理和 N’Guerekata 教授关于微分方程
的研究，给出了一类半线性微分方程的渐近概自守温和解的存在性和唯一性．
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Asymptotically Almost Automorphic Mild Solutions to a Class of
Semilinear Differential Equations
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Abstract: At the time of solving some practical problems，asymptotically almost automorphic functions and more
practical than asymptotically almost periodic functions． In order to study asymptotically almost automorphic func-
tions applied to the differential equations，the existence and uniqueness of asymptotically almost automorphic mild
solutions to a class of semilinear differential equations are discussed using fixed point theorem and Professor N’
Guerekata study on differential equations．
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0 引 言

对于半线性微分方程的渐近概周期解和伪概周

期解的存在性问题，已有大量文献进行了讨论［1］．
但是当引入了渐近概自守函数的概念后

［2 － 3］，半线

性微分方程的渐近概自守解存在性问题的讨论就有

必要了，本文主要讨论了半线性微分方程

x'( t) = Ax( t) + f( t，x( t) ) ，t∈R ( 1)
其中，A是半群{ T( t) : t≥0}的无穷小生成元的渐近

概自守温和解的存在性和唯一性问题．
本文 R表示实数集，X表示 Banach空间．

1 预备知识

定义 1 假设 f( t) : R→X 是一个连续函数． 如
果对于任意序列 { Sn }

∞
n = 1，存在一个子序列 { tn } ∞n = 1

使得

g( t) = lim
n→∞

f( t + tn )



对于任何 t∈R是可以明确定义的，并且有
lim
n→∞

g( t － tn ) = f( t)

对于每个 t∈ R 都成立，那么 f 称为是概自守
的
［4 － 5］．记所有这样的函数构成的集合为 AA( R，X)
或简记为 AA( X) ．
本文中定义:

C0 ( R，X) = { h: R→X |h是一个连续函数且lim
t→∞

h( t) =

0}
定义 2 假设 f( t) : R→X 是一个连续函数． 如

果它能够分解为

f( t) = g( t) + h( t) ， t∈R
这里 g∈AA( R，X) ，h∈C0 ( R，X) ．此时称函数 f是渐
近概自守的，记为 AAA( R，X) ．
定义 3 设 X是一个 Banach空间，T( t) ( t≥0)

是 X到 X的一个单参数有界线性算子族．如果
1) T( 0) = I ( I为 X上的恒等算子) ;
2) T( t + s) = T( t) T( s) ( t，s∈R + ) ;

3) T( t)强连续，即对任意的 x∈X，有 lim
t→0 +

T( t) x = x，

则称 T( t) 是 X上的一个强连续有界线性算子半群，
简称 c0 半群．

引理 1［6］ 设 f( t，x) = g( t，x) + φ( t，x) 是一个
渐近概自守函数，这里有

g( t，x) ∈AA( R + × X，X)
φ( t，x) ∈C0 ( R

+ × X，X) ，并且 g( t，x) 在任何有界集
KX上关于 t∈R 是一致连续的，那么由 x ( t) ∈
AAA( R +，X) 可以得到 f( ·，x( ·) ) ∈AAA( R +，X) ．
N’Guerekata教授关于方程( 1) 得出了以下结论:
引理 2［7］ 假设 f∈AA( X) ，方程( 1) 中线性算

子 A是一个指数稳定的 C0 半群{ T( t) } t≥0的无穷小

生成元，即存在常数 K ＞ 0 和 ω ＞ 0，使得‖T( t) ‖≤
Ke － ωt，那么方程( 1) 存在唯一的概自守温和解．

2 主要结果

定义 4［8 －9］ x( t) : R→X 称为方程( 1 ) 的渐近
概自守温和解，若 x∈AAA( R，X) 且 x( t) 满足对任意
t≥a( a∈R) ，下面等式成立:

x( t) = T( t － a) x( a) + ∫
t

a
T( t － s) f( s，x( s) ) ds

其中 T( t) 是一个 c0 半群．
定理 1 若方程( 1) 满足如下的假设:
( H1 ) A 是一个具有指数稳定增长的 c0 半群

{ T( t) } t≥0的无穷小生成元，即存在常数 K0 ＞ 0，ω ＞

0 满足:
‖T( t) ‖≤K0e

－ ωt， ( t≥0) ．
( H2 ) f: R × X→X是一个渐近概自守的函数．
( H3 ) f关于 x对 t 一致地满足 Lipsichitz 条件，

即对任何 t∈R，x，y∈X有
‖f( t，x) － f( t，y) ‖≤L‖x － y‖，

这里 L ＜ ω
K0

．则方程( 1 ) 存在唯一的渐近概自守温

和解．
证明:考虑如下定义的非线性算子 F:

( Fx) ( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) f( s，x( s) ) ds

若 x( s) ∈AAA( R，X) ，那么根据引理 1 和条件
( H2 ) 可知，存在两个函数 G∈AA( R，X) ，Φ∈C0 ( R，
X) 满足 f = G + Φ． 所以( Fx) ( t) 可以表示成: ( Fx)
( t) = 珘G( t) +珦Φ( t) ，这里

珘G( t) : = ∫
t

－∞
T( t － s) G( s) ds，

珦Φ( t) : = ∫
t

－∞
T( t － s) Φ( s) ds．

通过引理 2 中 N’Guerekata 教授的证明，容易
知道 t→珘G( t) 是一个概自守函数．
下面证珦Φ( t) ∈C0 ( R，X) ．
因为 Φ∈C0 ( R，X) ，所以存在 M ＞ 0，当 x∈R \

［－M，M］，即 | x | ＞M时，有‖Φ‖ ＜ ε．由假设( H1 )

‖T( t) ‖≤K0e
－ ωt→0 ( t→∞ ) ，可知对上述 ε，存在

M' ＞ 0，当 t ＞M'时，有‖T( t) ‖ ＜ ε．令 N =M +M'
1) 当 t ＜ － N时，
令 u = t － s，由 t － u ＜ － N，有‖Φ( t － u) ‖ ＜ ε，

所以

∫
t

－∞
T( t － s) Φ( s) ds = ∫

∞

0
T( u) Φ( t － u) du ＜ ε

K0

ω
由 ε的任意性知，lim

t→ － ∞
珦Φ( t) = 0．

2) 当 t ＞ N时，

∫
t

－∞
T( t － s) Φ( s) dVs ≤ ∫

－M

－∞
T( t － s) Φ( s) ds +

∫
M

－M
T( t － s) Φ( s) ds + ∫

t

M
T( t － s) Φ( s) ds

以下对上述不等式右端分别加以证明:

( I) 令 u = t － s，s = t － u∈( － ∞，－M) ，

∫
－M

－∞
T( t － s) Φ( s) ds ≤ ∫

∞

M
‖T( u) ‖‖Φ( t － u) ‖du≤

ε∫
∞

0
K0 e

－ω udu = ε
K0

ω
( II) t ＞ N =M + M'，－ M≤s≤M，有 t － s ＞ M'，

则‖T( t － s) ‖ ＜ ε，
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∫
M

－M
T( t － s) Φ( s) ds ＜ ε∫

M

－M
‖Φ( s) ‖ds

因为‖Φ( s) ‖有界，所以∫
M

－M
‖Φ( s) ‖ds有界．

( III) 令 u = t － s，s = t － u∈［M，t］，所以有
‖Φ( t － u) ‖ ＜ ε，则

∫
t

M
T( t － s) Φ( s) ds = ∫

t －M

0
T( u) Φ( t － u) du ＜

ε∫
∞

0
‖T( u) ‖du ＜ ε

K0

ω
由以上及 ε的任意性: lim

t→∞
珦Φ( t) = 0．

综上所述珦Φ( t) ∈C0 ( R，X) ．
从而( Fx) ( t) = 珘G( t) +珦Φ( t) 是 R 上的一个渐近概
自守函数． 也就是说，F 将 AAA ( R，X ) 映射到 AAA
( R，X) 自身．
取 x，y∈AAA( R，X) ，有

‖Fx － Fy‖ = ∫
t

－∞
T( t － s) ［( f( s，x( s) ) －

( f( s，y( s) ) ］ds ≤

sup
t∈R ∫

t

－∞
‖T( t － s) ［( f( s，x( s) ) －

( f( s，y( s) ) ］‖ds≤

L‖x － y‖ sup
t∈R ∫

t

－∞
‖T( t － s) ‖ds≤

L‖x － y‖∫
t

－∞
K0e

－ω( t －s) ds =

LK0

ω ‖
x － y‖

再由假设( H3 ) ，计算出
LK0

ω
＜ 1，故 F是 AAA( R，

X) 上的一个压缩映射．
由 Banach 压缩映象原理知道 F 存在唯一的不

动点 x( t) ∈AAA( R，X) ，并且这个不动点对于所有
t∈R满足积分方程

x( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) ( f( s，x( s) ) ds．

取定 a∈R，有

x( a) = ∫
a

－∞
T( a － s) ( f( s，x( s) ) ds．

由于 T( t － s) = T ( t － a) ( a － s) ，t≥a≥ s，这说明

x( t) 满足方程( 1 ) ，从而 x ( t) 是方程 ( 1 ) 的一个温
和解．
最后，我们来证一下唯一性［10］． 假设 y( t) 也是

方程( 1) 的一个温和解，即 y( t) 也满足方程( 1) ，用
x替换为 y．令 a→ － ∞可知

y( t) = ∫
t

－∞
T( t － s) ( f( s，y( s) ) ds，t∈ R

又因为 y( t) 在 R上是有界的并且{ T( t) } t≥0是指数

稳定的半群，故在 R上 x( t) ≡y( t) ．
综上所证，根据定义四，x( t) 是方程( 1 ) 的唯一

的渐近概自守温和解．
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