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n元二次函数的最值问题
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摘 要:提出了 n元二次函数无约束条件最值问题的一般理论和方法，得到了最大( 小) 值存
在及最值点存在且唯一的简明的充分必要条件;有 m( m ＜ n) 个线性等式约束的问题可化为无约束
的低维二次函数的相应问题;给出了求最大( 小) 值( 点) 的具体方法．对有非线性约束条件的问题，
指出了二次型标准化方法的重要性，并举了实例．
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Maximum and Minimum Problem of Quadratic Function of n Variables
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Abstract: For maximum and minimum problem of a quadratic function of n variables without restricted condi-
tions，we obtained both concise sufficient and necessary conditions for existence of maximum ( or minimum) and
existence and uniqueness of maximum ( or minimum) point． The problem with m( m ＜ n) linear restricted condi-
tions is transformed into a related problem of a quadratic function of less variables without restricted conditions．
This paper gives concrete solving method for maximum and minimum． For the problem with nonlinear restricted
conditions，we point the importance of standardize method of quadratic form and give examples．
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0 引 言

求 n元二次函数的最值 ( 点) 的问题是数学及
应用数学中常遇到的问题，对一些具体的二次函数，

人们已有一些结果
［1 － 7］，但迄今尚未见到一般性的

论述．本文提出了 n 元二次函数无约束条件最值问
题的一般理论，得到了最值存在和最值点存在且唯

一的简明的充分必要条件，并给出了具体的解法;有

m( 1≤m ＜ n) 个线性等式约束的问题可化为无约束
条件的低维二次函数的相应问题处理; 有非线性约

束的问题需具体问题具体处理，本文仅讨论了个别

特例．此外，本文中所讨论函数的定义域是 Rn．

1 无约束条件的最值

略去常数项，一般的 n元二次函数可记为

f( x 1，x2，…，xn ) = ∑
n

i，j = 1
aijxixj +∑

n

i = 1
bixi =

XTAX + bTX ( 1)
其中: A = ( aij ) 1≤i，j≤n 是 n × n实对称矩阵，即 AT =
A，X = ( x1，…，xn )

T，b = ( b1，…，bn )
T ．



先将二次型 XTAX标准化．由线性代数理论知，
存在 n × n可逆矩阵，特别地，存在正交矩阵 P，令
X = PY，其中 Y = ( y1，…，yn )

T，可使

XTAX = ( PY) TA( PY) = YT ( PTAP) Y =

YTΛY = ∑
r

i = 1
λ i y

2
i ( 2)

Λ = PTAP =

λ1

 0
λr

0 
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λ i ≠ 0，1 ≤ i≤ r，1 ≤ r≤ n ( 3)
不妨设 λ1，…，λp ＞ 0，λp+1，…，λr ＜ 0． p称为二

次型( 或二次型矩阵 A) 的正惯性系数，r － p称为负
惯性系数，r为二次型( 或 A) 的秩．
特别地，当 P 为正交矩阵时，λ1，…，λr，0，…，0

是 A的特征值的集合，又称 A的谱．
在上述变换下，二次函数化为

f = YTΛY + ( bTP) Y = YTΛY + BTY =

∑
r

i = 1
λ i y

2
i +∑

n

i = 1
b' i yi ( 4)

其中 BT = bTP = ( b'1，…，b'n ) ．
作平移变换 Y = Z + C，其中，

Z = ( z1，…，zn )
T，C = ( c1，…，cn )

T ( 5)

注意到 ZTΛC是 1 × 1 矩阵，ΛT = Λ，可知 ZTΛC =
( ZTΛC) T = CTΛZ，故
f = ( Z + C) TΛ( Z + C) + BT ( Z + C) =

ZTΛZ + ( ZTΛC + CTΛZ + BTZ) + CTΛC + BTC =
ZTΛZ + ( 2CTΛ + BT ) Z + ( CTΛ + BT ) C ( 6)
由此，立知有如下结论:

命题 1 二次函数 f中一次项可消去的充分必
要条件是:

1) 存在常向量 C，使 2CTΛ + BT = Ο．与 1) 等
价的条件是

2) 方程组 ΛC = － 1
2 B( B为常向量，C看作未

知向量) 有解．
由线性代数的知识知，条件 2) 等价于如下诸条

件中的任何一个:

3) － 1
2 B可由 Λ的列向量组线性表示．

4) R( Λ) = R Λ，－ 1
2( )B = R( Λ，B) ．

5) B属于 Λ的列向量组张成的子空间．

6) B = ( b'1，…b'r，0，…，0)
T，即

b'r+1 = … = b'n = 0 ( 7)
式( 7) 是一个非常简明的判别条件． 由式 ( 7)

判定二次函数是否可消去一次项，需将二次型及二

次函数标准化，其实不标准化，直接从式( 1) 中的矩
阵 A和向量 b亦可判定该二次函数是否可消去一次
项，这就是如下的命题 2．
命题 2 B可由 Λ的列向量组线性表示的充要

条件是 b可由 Λ的列向量组线性表示．
证明: B可由Λ的列向量组线性表示存在 b*

= ( b*1 ，…，b
*
n )

T，使

B =∑
n

i =1
b*i Λi = ( Λ1，…，Λn) ( b

*
1 ，…，b

*
n )

T = Λb*

( 8)
其中，Λ 的第 i 个列向量 Λi = ( 0，…，0，λ i，0，
…，0) T ．
注意到B = Λb* = PTAPb* ，BT = bTP，立知式

( 8) 等价于
PTb = B = Λb* = PTAPb*

PPTb = PPTAPb* ( PPT = E)
b = APb* = Ab＊＊ ( b＊＊ = Pb* ) ( 9)

式( 9) 即表示 b可由 A的列向量组线性表示，命题 2
得证．
由命题 1 和 2 立知有如下命题 3:
命题3 当且仅当二次函数 f = XTAX + bTX中

A，b满足条件
R( A) = R( A，b) ( 10)

f才能经可逆变换化为无一次项的二次函数 f =

∑
r

i = 1
λ i z

2
i + d． ( d为常数)

命题4 若 R( A) ＜ R( A，b) ，等价地，R( A) ＜
R( Λ，B) ，则二次函数 f无最值．

证明:由命题1，2，3知 f =∑
r

i = 1
λ i z

2
i +∑

n

i = 1
b' i zi，其

中 b'r+1，…，b'n 不全为零．
不妨设 b'r+1 ＞ 0( 其他情形同理可证) ．令 zi =

0，i≠ r + 1，
当 zr+1→+ ∞ 时，f→+ ∞ ;当 zr+1→－ ∞ 时，f→

－ ∞ ．由是可知 f无最值．
命题5 若R( A) = R( A，b) ，且 f标准化为 f =

∑
r

i = 1
λ i z

2
i + d( d为常数) ，则

1) 若λ i全大于零，i = 1，…，r( 二次型的正惯性
系数 p = r) ，则 f有最小值( 点) ，无最大值( 点) ．当
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且仅当 z1 = … = zr = 0 时，f = d最小．
2) 若λ i全小于零，i = 1，…，r( 二次型的负惯性
系数为 r) ，则 f有最大值( 点) ，无最小值( 点) ．当且
仅当 z1 = … = zr = 0 时，f = d最大．

3) 若{ λ i} 1≤i≤r 中有正有负，二次型为不定型，

则 f无最值( 点) ．
证明: ( 1、2) 显然是正确的．为证3) 成立，不妨

设 λ1，…，λp ＞ 0，λp+1，…，λr ＜ 0，
令 z1 = … = zp = 0，zp+1 = … = zr→+∞，则f→

－ ∞，
令 z1 = … = zp =→+ ∞，zp+1 = … = zr = 0，则

f→+ ∞ ．故知 f无最值．
命题 6 若 R( A) = R( A，b) ，且经可逆变换得

f = ∑
r

i = 1
λ i z

2
i + d，则

1) 当 λ i 全大于零时，i = 1，…，r;若 r = n，则 f
有唯一最小值点;若 r ＜ n，则 f有
无穷个最小值点．
2) 当 λ i 全小于零时，i = 1，…，r;若 r = n，则 f
有唯一最大值点;若 r ＜ n，则 f有
无穷个最大值点．
证明:由于所作变换均可逆，因而点( x1，…，xn )

与其对应点( z1，…，zn ) 是一一对应的，由命题 5 立
知结论成立．

2 有线性等式约束条件的最值

设 m( 1 ≤ m ＜ n) 个线性约束方程为
C11x1 + … + C1nxn = d1


Cm1x1 + … + Cmnxn = d

}
m

( 11)

其矩阵形式为 CX = D．系数矩阵 C是 m × n实数
矩阵．
不失一般性，不妨设 R( C) = m，从而 R( C，

D) = m，由此可得同解方程
x1 = e1，m +1xm+1 + … + e1nxn + r1


xm = em，m+1xm+1 + … + emnxn + r

}
m

( 12)

将式( 12) 代入 f后成为 xm+1，…，xn 的 n － m元的二
次函数，于是求 f( x1，…，xn ) 在约束式( 11) 成立条
件下的最大( 小) 值问题，转化为 n － m元的二次函
数的无约束条件的最值问题．
下述例子中二次型的标准化用的是比较实用的

配方法，而不是理论证明中常用的正交变换法．

例 1 求 fn ( a1，…，an ) = ∑
n

i = 1
i( n － i + 1) a2

i +

2 ∑
1≤i ＜ j≤n

i( n － j + 1) aiaj在∑
n

i = 1
iai = n + 1条件下的最

小值( 点) ．

将∑
n

i = 1
iai = n + 1 变形为

an = 1
n n + 1 －∑

n－1

i = 1
ia( )i ( 13)

把式( 13) 代入 fn ( a1，…an ) 中，得

f (n a1，…，an－1，
1
n n + 1 －∑

n－1

i = 1
ia( ) )i =

n + 1
n fn－1 ( a1，…，an－1 ) +

( n + 1) 2
n ．

用配方法可证 fn－1 ( a1，…，an－1 ) = ∑
n－1

r = 1
Ar，其中 Ar =

n( n － r)
n － r + (1 ar +

1
n － r∑

n－1

j = r+1
( n － j) a )j

2
．

由是即知，当且仅当 a1 = … = an－1 = 0 时，

fn－1 ( a1，…，an－1 ) 最小，从而 fn ( a1，…，an ) 在∑
n

i = 1
iai =

n + 1条件下的最小值点为 a1 = … = an－1 = 0，an =
n + 1
n ．

3 非线性约束下 n元二次函数的最值
问题的实例

此类问题比较复杂，尚无统一的理论，需具体问

题具体处理，但二次型的标准化方法应是其关键技

巧．下面是一个经典的例子．

例 2 若∑
n

i = 1
x2i = 1，求二次型 u =∑

n

i，j = 1
aijxixj ( aij

= aji ) 的最值．
此例是众所周知的文［8］中的第 3671题，被许

多教材或参考书采用，如文［9］和文［10］．
该问题的矩阵形式是: 求二次型 f( X) =

XTAX( AT = A) 在‖X‖ = ∑
n

i = 1
x2槡 i = 1时的最值．

解: 设有正交矩阵 P，使

PTAP = Λ =

λ1

0


0
λ










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


n

．令 X = PY，
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f( X) = XTAX = f( PY) = YT ( PTAP) Y =

YTΛY = ∑
n

i = 1
λ i y

2
i ．

其中，{ λ i} 1≤i≤n 为 A 的特征值集合，设其最大特征
值为 λk ．

注意: XTX = ‖X‖2 = ∑
n

i = 1
x2i = YT ( PTP) Y =

YTY = ∑
n

i = 1
y2i = 1，可知

f( X) = f( PY) = ∑
n

i = 1
λ i y

2
i ≤ λk∑

n

i = 1
y2i = λk ．

即在‖X‖ = 1条件下，f( X) 的最大值不超过 λk，

令Y0 = ek = ( 0，…，0，1，0，…，0) T ( 第 k个分量为1，
其余分量为 0 的单位向量) ，则知 Y0 在单位球面

YTY = 1 上，且 YT
0ΛY0 = λk ．令 X0 = PY0，则知

XT
0X0 = YT

0Y0 = 1，
f( X0) = f( PY0) = ( PY0)

TA( PY0) = YT
0ΛY0 = λk．

由此证明 f( X) 在 X0 ( ‖X0‖ = 1) 达到最大
值，故 λk 是 f( X) 在‖X‖ = 1条件下的最大值，X0

是一个最大值点．
同理可证，f( X) = XTAX在‖X‖ = 1 上的最

小值即为 A的最小特征值．
例 2 中的二次型是一般形式的二次型，用正交

变换将二次型标准化，结果非常简洁漂亮;例 1 中的
二次型是具体的二次型，需求出标准型的具体结果，

若用正交变换，计算量大，且表达式也很复杂，因此

采用了较实用的配方法．

当二次函数的定义域不是 Rn，而是其子集时，

上述结论需作相应修改．事实上，定义域的边界通常
是一些超曲面，求函数的最大( 小) 值通常还需计算

函数在这些超曲面上的最大( 小) 值，这正是本文第

3 节中所论述的问题．此类问题较复杂，超出了本文
讨论的范围．
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