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原料奶中细菌间相互作用的数学模型

李冬梅， 赵 兵， 王树忠
( 哈尔滨理工大学 应用科学学院，黑龙江 哈尔滨 150080)

摘 要:利用微分生物动力学理论分析原料奶中细菌生态演变的过程，建立了在温度影响下原

料奶中乳酸菌和酵母菌相互作用的数学模型，并给出模型的平衡点稳定性充分条件，从而确定了牛

奶变质的临界条件．
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The Mathematical Model of the Interaction among Raw Milk Bacteria
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Abstract: This paper analyzes the ecological evolution of bacteria in raw milk by the differential biodynamic
theory． It estabilishes the model of the interaction between the lactobacillus and yeast in raw milk under the influ-
ence of temperature． The sufficient conditions for stability of the model equilibrium is put out，and the critical con-
ditions of milk deterioration has been identified．
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0 预备知识

牛奶丰富的营养物质为各种细菌提供了理想的

生长条件，了解牛奶中的微生物在外界某些因素影

响下的变化趋势对控制原料奶的质量是十分必要

的．目前，有关牛奶细菌间相互作用的研究主要是利
用试验的方法进行描述．夏全等对 10 份牛奶连续观
察 12 h，通过观察感官、黏度、酸度、菌落总数等指
标，给出牛奶变质的判断［1］． 陈燕飞对刚采集的生
牛奶进行试验室培养，通过试验观察到牛奶在自然

发酵与酸败中，细菌由一种微生物群体接替另一种

微生物群体的一系列生态演变过程，得到牛奶中的

细菌变化规律
［2］．郭秀微通过对原料奶第一个阶段

变化规律的分析，建立了乳链球菌、乳酸杆菌以及它

们同营养物质乳糖之间相互作用的数学模型

ds( t)
dt = －

μ1 ( s)
δ1

x －
μ2 ( s)
δ2

y － d0 s

dx( t)
dt = x( μ1 ( s) － d1 ) － φ( x，y) y

dy( t)
dt = y( μ2 ( s) － d2 + kφ( x，y) )

s( 0) ＞ 0，x( 0) ＞ 0，y( 0)















＞ 0
其中: s 代表乳糖; x 代表乳链球菌; y 代表乳酸杆
菌．给出唯一平衡点的局部稳定性分析，再通过数值
模拟给出乳链球菌和乳酸杆菌的增殖情况分析

［3］．
但是模型中没有考虑温度对细菌变化的影响． 本文
在文［3］基础上主要考虑了温度变化对牛奶细菌增
长的影响．利用［2］的试验分析方法得到了各阶段
牛奶中细菌变化随温度参数变化的函数关系式，从



而建立了牛奶奶中乳酸菌、酵母菌和营养物质乳糖
之间相互作用的数学模型． 利用微分生物动力学理
论对模型进行了定性分析

［4 － 5］，给出了乳酸菌、酵母
菌依赖着温度的变化趋势．

1 模型建立

牛奶成分是细菌很好的营养基质，随着温度的升

高细菌会很快繁殖． 由于新采集的生牛乳 pH 为中
性，含有丰富的乳糖，有利于在自然状态下的乳酸细

菌如乳链球菌( streptococcus lactis) 快速繁殖．它们发
酵为乳糖，产生了乳酸，使牛乳中的 pH值降低，并引
起蛋白质凝结成乳酪状．较低的 pH值最终抑制了乳
链球菌的繁殖，但被较能耐低 pH值发酵乳糖的菌种
乳杆菌( lactobacillus) 所代替，完成乳糖发酵，并使 pH
值继续下降．接着是酵母菌在这种低 pH值条件下利
用乳酸而进行生长．随着乳糖和乳酸的逐渐的消失，
pH值再度升高，假单胞菌( pseudomonas) 和芽孢杆菌
( bacillus) 能产生蛋白酶，开始分解凝结了的牛奶蛋
白质
［2］，当蛋白质利用完毕，牛奶分解也就完成，在这

一阶段牛奶中产生大量的对人体有危害的细菌．乳链
球菌和乳酸杆菌大量繁殖的阶段称为发酵产酸阶段，

并把这两种菌统一作为乳酸菌考虑．假设不考虑外界
因素的污染对原料奶所产生的细菌繁殖的影响，乳

糖、乳酸菌和酵母菌在系统中相互作用符合种群动力
学行为，它们的关系如图 1 所示．图中 s 代表乳糖，x
代表乳酸菌，y代表酵母菌．

x y

s

图 1 乳酸菌，酵母菌和乳糖相互作用关系

于是通过种群动力学分析方法
［4］
可得到数学

模型表示如下

ds( t)
dt = －

μ1 ( s)
δ1

x －
μ2 ( s)
δ2

y － d0 s

dx( t)
dt = x( μ1 ( s) － d1 － α1x) － φ( x，y) + ψ1 ( c，x)

dy( t)
dt = y( μ2 ( s) － d2 － α2y) + kφ( x，y) + ψ2 ( c，y)

s( 0) ＞ 0，x( 0) ＞ 0，y( 0)
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( 1)

其中: s( t) 为 t 时刻营养物质乳糖的浓度; x ( t) 为 t
时刻乳酸菌种群的浓度; y ( t) 为 t 时刻酵母菌种群
的浓度; μ1 ( s) 为乳酸菌的增长速率; μ2 ( s) 为酵母菌
的增长速率; δ － 1

1 为乳酸菌对乳糖的消耗率; δ
－ 1
2 为

酵母菌对乳糖的消耗率; d0 为营养物质乳糖被其他

菌种利用的损失率; d1 为乳酸菌的死亡率; d2 为酵

母菌的死亡率; φ( x，y) 为酵母菌对乳酸菌的影响函
数; k为酵母菌消化系数，即酵母菌对乳酸菌的影响
系数; α1 为乳酸菌对自身生长的限制系数; α2 为酵

母菌对自身生长的限制系数; ψ1 ( c，x) 为温度 c对乳
酸菌的影响函数; ψ2 ( c，y) 为温度 c对酵母菌的影响
函数; δ1、δ2、d0、d1、d2 均为大于零的常数; s ( 0 ) 、
x( 0) 、y( 0) 为初始值，分别记为 s0、x0、y0 ．
在由乳糖、乳酸菌和酵母菌构成的系统中，营养

物质乳糖越丰富，乳酸菌和酵母菌的增长越快，于是

可以把乳酸菌的相对增长速率 μ1 ( s) 以及酵母菌的
相对增长速率 μ2 ( s) 看作是乳糖的增函数． 不妨取
为 Monod增长函数，即

μ1 ( s) =
m1 s
s + l1

( 2)

其中: m1 为乳酸菌最大生长速率; l1 为常数，且 m1

＞ 0，l1 ＞ 0．

μ2 ( s) =
m2 s
s + l2

( 3)

其中: m2 为酵母菌最大生长速率; l2 为常数，且 m2

＞ 0，l2 ＞ 0．
同时在这个系统中，开始由于乳酸菌的抑制酵

母菌生长，所以酵母菌开始繁殖缓慢，之后乳酸菌活

力下降酵母菌开始大量繁殖，且乳酸菌和酵母菌都

是简单的细菌，不妨取酵母菌对乳酸菌的影响函数

φ( x，y) 为
φ( x，y) = pxy ( 4)

其中 p为比例系数，且 p ＞ 0．
生牛奶在 4 ～ 6 ℃下贮存 24 h，生牛奶中细菌数

基本不变
［6］．贮存温度超过 20 ℃，生牛奶贮存时间

超过 4 h的牛奶抑菌期后细菌总数增长迅速旭表 1
所示
［6］，对应的细菌平均数散点图如图 2 所示．由于
乳酸菌是原核细菌，因此乳酸菌也是细菌的一种，其

变化特征也符合细菌随温度变化规律，由细菌的变

化情况就可以看出乳酸菌的变化情况． 生牛奶中的
微生物包括细菌、真菌和酵母菌．在低于水的冰点或
者高于 47 ℃的温度下，酵母菌一般不生长，最适合
生长温度大多数在 20 ～ 30 ℃，少数种类可能 45 ～
47 ℃高温［7］，因此酵母菌在 10 ～ 30 ℃之间随着温
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度的升高也是快速增长的，在 10 ～ 30 ℃之间酵母菌
的增长方式类似细菌( 见图 2) ，即取温度对乳酸菌、
酵母菌影响函数分别为 ψ1 ( c，x) 、ψ2 ( c，y) 为如下函
数形式

ψ1 ( c，x) = 1 ( c) x

ψ2 ( c，y) = 2 ( c) y
( 5)

其中: 1 ( c) 、2 ( c) 是随温度变化 c 的对乳酸菌和
酵母菌数量增长影响系数，可设为 c的连续函数．

表 1 不同温度下保温 6 h对生牛奶细菌总数的影响

温度 /℃
细菌总数 × 103 个 /mL

牧场 1 牧场 2 牧场 3 牧场 4 平均数

4 100 11 6 12 32. 25

10 248 20 10 20 74. 5

15 367. 04 36. 4 16. 7 33. 4 113. 385

20 480 48 30 50 152

25 1 152 104. 64 150 208. 5 403. 785

30 7 200 140 154 360 1 963. 5
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图 2 不同温度下保温 6 h生牛奶细菌总数变化

经上述分析，得到了各变量的形式，把式( 2 ) ～
( 5) 代入模型( 1) 中，得到如下的形式

ds( t)
dt = －

m1 s( t)
δ1 ( s( t) + l1 )

x( t) －
m2 s( t)

δ2 ( s( t) + l2 )
y( t) － d0 s

dx( t)
dt = (x

m1 s( t)
s( t) + l1

－ d1 － py － α1x + 1 ( c ))
dy( t)
dt = (y

m2 s( t)
s( t) + l2

－ d2 + kpx － α2y + 2 ( c ))
s( 0) ＞ 0，x( 0) ＞ 0，y( 0)















＞ 0

( 6)

由生态意义只在区域 Ω = { ( s，x，y) : s≥0，x≥
0，y≥0}中研究模型( 6) ．

2 模型的稳定性分析

模型( 6) 的平衡点，满足下列方程组

(s －
m1

δ1 ( s + l1 )
x －

m2

δ2 ( s + l2 )
y － d )0 = 0

(x
m1 s
s + l1

－ d1 － py － α1x + 1 ( c )) = 0

(y
m2 s
s + l2

－ d2 + kpx － α2y + 2 ( c ))













= 0

( 7)

由式( 7) 易求得模型( 6) 的平衡点 E0 ( 0，0，0) 、
E1 ( 0，x

* ，y* ) ．其中

x* =
α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2

y* =
kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α










2

( 8)

定理 1 若模型( 6) 满足
( H1 ) : 1 ( c) ＞ d1，2 ( c) ＞ d2

( H2 ) : α2 ( 1 ( c) － d1 ) ＞ p( 2 ( c) － d2 )

则模型( 6 ) 有两个非负平衡点 E0 ( 0，0，0 ) 、E1 ( 0，
x* ，y* ) ．
模型( 6) 对应 Jacobian矩阵为

J( E) =

－
m1xl1
( s + l1 )

2 －
m2yl2
( s + l2 )

2 － d0 －
m1 s

δ1 ( s + l2 )
－

m2 s
δ2 ( s + l2 )

m1xl1
( s + l1 )

2

m1 s
s + l1

－ d1 － py － 2α1x + 1 ( c) － px

m2yl2
( s + l2 )

kpy
m2 s
s + l2

－ d2 + kpx － 2α2y + 2 ( c

















)

( 9)
定理 2 模型( 6) 满足条件( H1 ) ，( H2 ) 时，E0 ( 0，

0，0) 是模型( 6 ) 的不稳定的平衡点，E1 ( 0，x
* ，y* )

是局部渐近稳定的平衡点．
证明:由式 ( 9 ) 可得在平衡点 E0 ( 0，0，0 ) 处

J( E0 ) 行列式 D及迹 T分别为

D = － d0 ( － d1 + 1 ( c) ) ( － d2 + 2 ( c) )
T = 1 ( c) + 2 ( c) － d0 － d1 － d2

若模型满足条件( H1 ) ，( H2 ) 时，D ＜ 0 且 T ＞ 0，
所以 E0 ( 0，0，0) 是不稳定的．
再由式( 9) 可得在平衡点( E1 ) 处的模型( 6 ) 所
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对应的特征方程为

λ3 + b1λ
2 + b2λ + b3 = 0

其中:

b1 =
m1

δ1 l1
x* +

m2

δ2 l2
y* + d0 + d1 + py* + 2α1x

* － 1 ( c) + d2 － kpx* + 2α2y
* － 2 ( c) =

m1

δ1 l1
α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+
m2

δ2 l2
kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+

α1 ( α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 ) ) + kpα2 ( 1 ( c) － d1 ) + α1α2 ( 2 ( c) － d2 ) + d0kp
2 + d0α1α2

kp2 + α1α2

b2 = ( － d1 － py* － 2α1x
* + 1 ( c) ) ( － d2 + kpx* － 2α2y

* + 2 ( c) ) + kp2x* y* + ( － d1 － py* － 2α1x
* +

1 ( c) ) －
m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0 + ( － d2 + kpx* － 2α2y

* + 2 ( c) ) －
m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0

b3 =
m1

δ1 l1
x* +

m2

δ2 l2
y* + d( )0 ( － d1 － py* － 2α1x

* + 1 ( c) ) ( － d2 + kpx* － 2α2y
* + 2 ( c) ) +

m1

δ1 l1
x* +

m2

δ2 l2
y* + d( )0 kp2x* y* (=

m1

δ1 l1
α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+

m2

δ2 l2
kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+ d )0

α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α( )
2

×

kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α( )
2

( α1α2 + kp2 )

b1b2 － b3 = － 2 －
m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0 ( － d1 － py* － 2α1x

* + 1 ( c) ) ( － d2 + kpx* － 2α2y
* + 2 ( c) ) －

－
m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0

2

( － d1 － py* － 2α1x
* + 1 ( c) ) － －

m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0

2

( － d2 +

kpx* － 2α2y
* + 2 ( c) ) － ( － d1 － py* － 2α1x

* + 1 ( c) )
2 －

m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0 － ( － d1 －

py* － 2α1x
* + 1 ( c) )

2 ( － d2 + kpx* － 2α2y
* + 2 ( c) ) － ( － d2 + kpx* － 2α2y

* +

2 ( c) )
2 －

m1

δ1 l1
x* －

m2

δ2 l2
y* － d( )0 － ( － d2 + kpx* － 2α2y

* + 2 ( c) )
2 ( － d1 － py* － 2α1x

* +

1 ( c) ) － kp2x* y* ［( － d1 － py* － 2α1x
* + 1 ( c) ) + ( － d2 + kpx* － 2α2y

* + 2 ( c) ) ］
由条件( H1 ) ，( H2 ) 知 b1 ＞ 0，b3 ＞ 0，得到

m1

δ1 l1
x* +

m2

δ2 l2
y* + d( )0 =

m1

δ1 l1
α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+
m2

δ2 l2
kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α2
+ d( )0 ＞0

( － d1 － py* － 2α1x
* + 1 ( c) ) = － α1

α2 ( 1 ( c) － d1 ) － p( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α( )
2

＜ 0

( － d2 + kpx* － 2α2y
* + 2 ( c) ) = － α2

kp( 1 ( c) － d1 ) + α1 ( 2 ( c) － d2 )

kp2 + α1α( )
2

＜ 0

从而可以判断出 b1b2 － b3 ＞ 0，因此由 Hurwitz
判别法

［5］
得出平衡点 E1是局部渐近稳定的．证毕．

由于所研究的系统可视为一次性细菌培养机理

模式，从而随着乳酸菌 x( t) 和酵母菌 y( t) 的繁殖营
养液乳糖 s( t) 将逐渐减少的，最终趋于零．
定理 3 若模型( 6) 满足lim

t→∞
s( t) = 0，( H1 ) 及

( H3 ) : 1 ( c) － d1 － pM ＞ 0，
则存在正常数 m ＞ 0，存在 T ＞ 0，当 t≥T时，有

m≤x≤M，m≤y≤M ( 10)

其中M







=max

m1s0
s0 + l1

－d1 +1( c)

α1
，

m2s0
s0 + l2

+2( c) －d2

α2
+

kp 1 ( c) － d1 +
m1 s0
s0 + l( )

1

α1α







2
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证明:由模型( 6) 的第 2 个方程，有

x'( t) ≤x( t)
m1 s0
s0 + l1

－ d1 + 1 ( c) － α1( )x
由比较原理及( H1 ) 可得

lim
t→∞

supx( t) ≤

m1 s0
s0 + l1

－ d1 + 1 ( c)

α1
( 11)

由模型( 6) 的第 3 个方程有

y'( t) ≤y( t) m2 s0
s0 + l2

－ d2 + kp

m1 s0
s0 + l1

－ d1 + 1 ( c)

α1
－ α2 y + 2 ( c









)

( 12)
由比较原理及( H1 ) ，可得到

lim
t→∞

supy( t) ≤

m2 s0
s0 + l2

+ 2 ( c) － d2

α2
+

kp 1 ( c) － d1 +
m1 s0
s0 + l( )

1

α1α2

取

M







= max

m1 s0
s0 + l1

－ d1 + 1 ( c)

α1
，

m2 s0
s0 + l2

+ 2 ( c) － d2

α2
+

kp 1 ( c) － d1 +
m1 s0
s0 + l( )

1

α1α







2
( 13)

由式( 11) 、( 12) 可知，存在 T1 ＞ 0，当 t≥T1 时，

有 x( t) ≤M，y( t) ≤M．
再由模型( 6) 第 2 个方程和lim

t→∞
s( t) = 0 知，有

x'( t) ≥x( t) ( － d1 － pM － α1x + 1 ( c) ) ( 14)
由比较原理及( H1 ) 、( H3 ) 可得

lim
t→∞

infx( t) ≥ 1
α1
( 1 ( c) － d1 － pM)

再由模型( 6) 第 3 个方程和lim
t→∞

s( t) = 0 知

y'( t) ≥y( t) － d2 + kp 1
α1
( 1 ( c) － d1 － pM) － α2y + 2 ( c( ))

( 15)
则由比较原理及( H1 ) ，( H3 ) 有

lim
t→∞

infy( t) ≥ 1
α2α1
( kp( 1 ( c) － d1 － pM) +

α1 ( 2 ( c) － d2 ) )

取m (=min 1
α1
( 1( c) －d1 － pM) ，

1
α2α1
( kp( 1 ( c) －

d1 － pM) + α1 ( 2 ( c) － d2 )) )
由式( 14 ) 、( 15 ) 可知，存在 T2 ＞ 0，当 t≥T2 时

有 x( t) ≥m，y( t) ≥m．
取 T = max ( T1，T2 ) ，当 t≥T 时，有式 ( 10 ) 成

立
［5］．证毕．

3 数值模拟

选取参数 k = 0． 85，p = 0． 015，α1 = 0． 02，α2 =

0． 12，1 ( c) = 9，1 ( c) = 9，2 ( c) = 5，s1 = 5，x0 =
y0 = 1，δ1 = δ2 = 200，m1 = 0． 8，m2 = 0． 08，d0 = 0． 1，
d1 = d1 = 0． 15，l1 = l2 = 1，由模型( 6) 可得
ds( t)
dt = 0． 8s( t)

200( s( t) + 1) x( t) －
0． 08s( t)

200( s( t) + 1) y( t) － 0． 1s

dx( t)
dt = x( 0． 8s( t)s( t) + 1 － 0． 15 － 0． 015y － 0． 02x + 9)

dy( t)
dt = y( 0． 08s( t)s( t) + 1 － 0． 15 + 0． 85 × 0． 015x － 0． 12y + 5)

s( 0) ＞ 0，x( 0) ＞ 0，y( 0)















＞ 0
( 16)

可计算出 E1 ( 0，x
* ，y* ) = ( 0，381，80. 7) ，易知

式( 16) 满足定理 2 和定理 3，取初值为 s0 = 5，x0 =
y0 = 1，利用 MATLAB 软件对模型 ( 16 ) 进行数值模
拟，得到的模型局部稳定性和有界性数值模拟结果

如图 3 所示．从图 4 更能明显看出牛奶的状态稳定
在所计算出的平衡点 E1 ( 0，x

* ，y* ) = ( 0，381，
80. 7) 附近． 因此得到按以上定理给出的条件对贮
存的牛奶进行控制，可以使牛奶保持在稳定的状态，

进而达到延长牛奶的保质期．

100
80
60
40
20
0

600
400

200
0 0 1 2 3 4 5

图 3 平衡点变化的三维图

4 牛奶变质的临界条件的确定

根据发达国家的调查，一般鲜牛奶中不可避免
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的细菌是 102 ～ 103
个 /mL［8］，对鲜奶的质量影响较

小，若当细菌总数达到 106 ～ 107
个 /mL 或更高时，

鲜奶出现令人觉察或检出的缺陷，并导致牛奶及其

制品腐败变质
［6］．当细菌的总数为 1. 2 × 106

个 /mL
时，奶稍粘稠，有少许凝块，已接近腐败［9］． 又根据
表 1 及图 2 的相关信息可知，温度的升高有助于细
菌繁殖，加速了原料奶变质进程．控制温度是保证牛
奶质量的重要方法之一．
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图 4 平衡点变化的二维图

由定理 2 和定理 3 知，牛奶中乳酸菌和酵母菌
的数量最终变化控制均在范围［m，M］内．为了确保
牛奶的质量至少要求牛奶菌群数量不能超过使其变

质的数量上限 1. 2 × 106
个 /mL． 由于只考虑乳酸菌

和酵母菌相互作用对原料奶质量的影响，因此把这

两种菌的数量近似的取为原料奶中的细菌总量． 而
由式( 8) 可知 x* = f( c) ，y* = g( c) 是关于温度 c 的
非线性函数，并随温度 c 上升 x* 、y* 的数量均不断
赠长．又根据图 2 细菌的散点图变化趋势及统计分
析，可得出细菌随温度增长符合指数函数［10］，设 Ζ
是乳酸菌和酵母菌总数量，可有

Ζ = aebc ( 17)
其中 a，b是正常数．
由表 1 的细菌平均数数据及曲线拟合的方法，

可得

Ζ = 14878. 21046e0. 14348863c ( 18)
其相关指数R2 = 0. 724831279 ． 将牛奶变质的

上限 1. 2 × 106
个 /mL代入式( 18) ，得到牛奶变质的

临界温度 c* ≈30. 596．
从表 1 可以看出牛奶中细菌在 30℃时的增长

倍数已经很大
［6］，从而影响牛奶的质量，所以拟合

的临界温度是合理的． 从图 2 的拟合曲线可以看出
拟合结果所产生的误差是因为本文模型假设不考虑

外界因素的污染对原料奶细菌繁殖的影响，从而导

致拟合的效果不是很理想，但也能反映细菌繁殖的

变化规律．为了保证牛奶质量，应严格控制牛奶的贮
存温度及外界环境的卫生情况，达到延长牛奶的保

质期．

5 结 语

本文不仅对文［3］进行了改进和推广，同时利
用在统计分析方法给出了牛奶变质的临界温度，为

控制贮存原料奶的温度提供一个可参考的理论

依据．
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