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强非线性湍流的不稳定性分析

北京航空学院 高 歌

摘 要

为了应用拟态动力学 3)
% ∋ # 4∋ ( 5 6& ∋ 7 8# , 9 概念分析湍流不稳定性

,

选择带有离散扰波的任

意曲线作为湍流拟态结构基元
。

在基元上建立量级化的尺度与坐标系
,

用以分析有复杂结构的湍

流强非线性问题
,

湍流分析中的非线性及离散性二大难题得到了解决
。

所得通向转扳与湍流 的分

叉解
,

全面反映强非线性和离散性的效应
,

即剪切
、

拉伸
、

旋转
、

弥散
、

压力与变形相互作用及

记忆诸因素对不稳定性的影响
。

本文有助于加深对湍流基本物理特性的理解
。

一
、

引 言

湍流分析的难点在于流休力学方程的非线性及湍流扰波的离散性
,

即当地性
、

非均匀性

及非各态历经性
。

湍流在空间和时间上都是离散的
,

这就使基于连续周期扰波概念的渐进逼

进法能否用于湍流分析都成了问题
。

传统上使用平均方法分析湍流
,

这种方法是以: ∋6 (#
%

的各态历经假说的正 确 性 为 前 提

的
。

问题在于经过平均之后所有的湍流当地离散特性都消失了
。

因而对瞬息万变的湍流瞬时

参数进行分析即成为不可能的
,

对湍流模化也是无用的
。

拟态动力学 3) % “ . 4∋ ( 5 6& ∋ 7 8. , 9为

解决这一进退维谷的问题提供了希望 〔�〕
。

如能找 出某种合适的独立于时空尺度的流动 形 态

作为湍流拟态结构的基元
,

则基于该基元 的分析必然对任意湍流有通用价值
。

本文应用拟态

动力学概念
,

设计了特殊的物理
一

数学混合方法
,

来克服湍流分析中的困难
。

二
、

拟 态 与 湍 流

拟态网 3)
% ∋ . 4∋ ( &+ 40 #% ;9 动力学为研究湍流特性提供了一种新的自然观

。

它提醒人们

注意到无序系统被长期忽略的通性
,

即在充分无序系统中能量的传播 以波粒二重性取代了有

序系统在粘弹性网络中的周期波传播
,

最大的区别在于能量激发的当地性及能量传播的滞后

性即
。

这二种特性决定湍流不稳定特性
,

并可据此得 出通向转扳和湍流的真正分叉解
。

随机结构经常呈现自相似几何形状
,

这意味着结构的几何特性不能做为长度的尺度函数

而加以区别
,

用更加细微的尺度来检验拟态结构
,

并不能得出可鉴别的图形差异
。

湍流是 由

尺度变化极广的多层次涡团构成的
。

单就涡团而言
,

湍流显示了几何形状自相似性
,

仅对涡

团的拟态结构进行观察
,

不能确定湍流长度尺度
。

湍流拟态结构在小于对应最高频率的最小

尺度时不成立
,

同时也不存在于湍流场之外
。

由于间歇性
,

湍流子区与层流子区是间杂共存

的
。

间歇现象可具有极细微的结构
,

并可存在于高波数情况
。

从数学角度而言
,

高波数成分

并非空间遍布的
,

其空间分布必应是疏松的
<
不论何时何地

,

在湍流场中间歇性应在所有尺

度上存在
。

这样便可将湍流场看作是拟态场
,

其中的湍流涡团可看作是层流渗透 网 上 的 空

穴
。

涡团对层流子区的作用呈波动特性
,

涡团间的碰撞呈粒子特性
。

文献〔� 〕试用螺线为拟

仁文于 � ! =年 > 月收到
。
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图 � 拟态基元

解可能变为奇解而使方程垮台
。

能获得完善理论
。

态基元描述湍流
,

其通用性差
。

可选择具有离散扰波的任意

曲线作为湍流的拟态基元 3图� 9
。

先提 出以下物理 和 数 学 前

提
≅

�
2

数学假定 通常认为湍流隶属于Α ∋Β8 +%
一
Χ4 #

;+
,方程

管辖范围之内
。

这种假定在数学基础上是有争议的
,

因 为数

学上并没有Α 一Χ方程初值问题的通解存在定理
, Α 一 Χ 方 程的

这意味着需要引人超出经典流体力学的新的物理原则
,

才可

不稳定性分析的最终目的是找出不稳定性与雷诺应力之间的关系
。

发现雷诺应力的精确

表达式比Α 一 Χ方程是否可以描述湍流的争论更有现实意义
。

分 子粘性 对稳定性的影响依赖于

具体流动状态
。

但总体而言
,

分子粘性并非产生湍流能量的重要因素
,

因为分子粘性一般比

湍流粘性小 Δ Ε � 个量级
。

因此我们的分析将从 Φ ∃( + %

方程着手
。

Δ
2

尺度量级化 湍流的统计理论对于湍流的拟序结构
、

间歇性及能量递转现象的解释

完全无能为力
。

其根源在于: ∋6 (#
%

的各态历经假定认为长时间平均等于长空间平均
,

从 而抹

杀了所有的湍流的当地
、

非均匀
、

非各态历经特性
。

本文以量级化拟态尺度假定取代 : ∋ 6 (# %
假定

,

以保存湍

波 �

,
波 Δ

波 �

图 Δ 拟态波与尺度对应

流的离散特性
,

取平均时较大的长度尺度可以消平较小波长

的子波
。

例如图Δ中当空间尺度大于波 � 的波长
∋时

,

波 � 在

平均过程中就会被消平 < 以此类推
,

空间尺度 9 Γ时
,

则会

消去波 Δ 。

因此
,

为了保持图 � 的拟态基元的自相似特性
,

在一定的空间范围审视湍流拟态几何形状时
,

必须选择相应

的拟态尺度
。

拟态尺度必须量级化
,

即尺度是多层次的
,

各

相邻尺度间应有一定间隔
。

取一定长度为量级化尺度后
,

所

有波长小于该尺度的子 波在平均时就消失了
。

被量级化尺度平均后的几何形状必定是一拟态

基元
。

尺度量级化的好处是
≅

适应粘子性
,

引入离散波
,

所有的扰波都变成时空离散波
,

因

为任何小波长的波都不能在更大尺度的拟态基元中存在
。

Η
2

拟态流动中轨线与流线的相对性 取最大尺度平均流动参数时
,

拟态基元的曲线即

是时均流线
。

在另一极端
,

取最小尺度时
,

该曲线变为轨线
。

在中间状态
,

在任何二相邻量

级尺度间
,

大尺度基元 曲线可称之为拟态流线
,

小尺度基元 曲线称为拟态轨线
。

很明显
,

所

谓拟态流线及轨线均是相对的
。

与拟态流线
、

轨线相对应
,

则有拟态时均速度及拟态瞬时速

度之称
。

?
2

拟态坐标系的相对性及准稳定性 拟态坐标系取任意拟态流线的任意点 为 坐 标 原

点
,

取拟态流线原点切线及外法线方向为
Ι 、

6坐标轴方向
。

在采用不同量级化尺度时
,

为了

保持拟态基元
,

坐标系必须以某种变速运动
。

当取最大量级化尺度求平均时
,

坐 标 系 变 为

Φ ∃( + %

坐标系
< 另一极端

,

取最小量级化尺度时
,

变为ϑ ∋ Κ % ∋ & Κ +
坐标系

。

中间范围坐标系即非

Φ ∃(
+ %

坐标系
,

亦非 ϑ ∋ Κ % ∋ & Κ
+

坐标系
。

这就是坐标系的相对性
。

与这种拟态坐标系相匹 配
,

必

须对运动方程做相应的非线性修正
。

控制方程修正之后
,

坐标系可看作是准稳态的
。

Η
2

通用性 流场中如果没有拟态特性
,

虽可有一些周期性扰波存在
,

流动仍属层流范

畴
。

只有向流动中引人拟态特性及离散性
,

控制方程中才会有雷诺应力项存在
。
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三
、

非 线 性 修 正

在定常非线性流中
,

非线性特性引起有别于线性时均值的定常变化
。

可定义

Λ Μ Λ Ν ∃ 3 � 9

式中 ∃
、

Λ
、 ∃
分别为非线性时均速度

、

线性时均速度及非线性 声 流 3∋ . # ∃ , 4 8. , 4 % + ∋ 7 8& Κ 9

速度〔?〕
。

时间无关的声流分量仅存在于加人非线性扰动后的流体 中
,

并依赖于流动的 非 线

性特性
。

取最大尺度及沿图 � 所示的时均流线的 Φ ∃( + %

坐标系
,

二维无传热时的控制方程 3质

量守恒
、

环量守恒
、

动量守恒 9 为
≅

畏
·

誉
· Ο Β 一 Π

等
十 ∃

誓
Ν Β

豢
二 。

半
· ∃

臀
· 1

祭
· Ο Λ Β 二

3 Δ 9

3 � 9

3 ? 9
Θ一
孤�

一
−

∋1
, ,

刁1
Ρ 又丁Ρ

Ρ

Ν Λ 二万一
口4 口Σ

刁1
Ν 1 二汁一 一

口6
Ο Λ Τ 二

� ∋/

户 日6

式中线性平均参数 Λ
、

Β
、

/
、

厂分别为
Ι 、

6向的速度分量
、

压力及最小面无环量
< − 是密度

,

Ο 是流线当地曲率
。

该方程组对包括湍流在内的非线性流动亦成立
,

因为Υ ”

6& #( 5, 应力项可

隐含在湍流的非线性平均动量方程中
。

为了曲别于线性平均
,

上述方程大写字母表示的速度

分量上均应加横杠以表示非线性平均
,

方程序号为 3 Δ 9
‘

Ε 3 Η 9
‘ 。

必须做下述非线性修正
≅

飞
2

变弯曲流线为折线 加人非线性扰动之后
,

令原点附近∋1 ς ∋Σ
Μ Ω

。

则 流 线 在 原

点附近局部变为直线段
。

如要分析弯曲流线的其它段落
,

则需将坐标原点移至新点并使坐标

系旋转
,

保持与流线相切
。

这样
,

当坐标系连续移动并旋转时
,

曲线流线便折线化
。

折线化

后
,

坐标系在相应的局部直线段内可看作是 Φ ∃ (+% 直角座标系
,

而方程中的离心 力
、

哥 氏 力

项则可看作是该直角座标系的附加外场力
。

令产 ς ∋Ι
Μ 。还可避免旋转效应被重复考虑

。

以

上流线局部折线化处理不影响湍流的局部当地特性
。

Δ
2

加入扰动后的非线性修正 根据 3 � 9令
,

∃ Μ
万

一 ∃ , 1 Μ 一 Β ,

3> ∋ 、

Γ 9

厂 Μ Ξ’
。 一 3日厂 ς ∋6 9叮

,
3>

.
9

叮 Μ Ψ36 9+ 87 3Σ 一 Ζ4 9 3 > 5 9

Ζ Μ Ζ % Ν 8占Ζ Ξ 3> + 9

式中
∃ , Β

是 Ι 、

6方向的非线性声流速度分量
,
厂

。

是未扰动时环量
, 刀是沿 6向距初始位置 的

位移
,

波数7 是实数
,

雪是扰波振幅控制系数
。

将 3>∋ 一
59 代人 3 Δ 9

,

忽略
∃ , Β , 斤的高阶小量及 当地 曲率变化

,

再减去非线性平均方程
‘

3 Δ 9
, ≅

乡∃
ς 日

Ι Ν 刁∃
ς ∋ 6 Ν Ο Β Μ #

对方程
2

3 � 9 重复类似运算
,

可得

3 = 9
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[ 刁ς [ 4 二 Β
3 ! 9

式中 [ ς [ 4 Μ ∋阳
4 Ν ∃ ∋归

Ι 。

将方程 3 ? 9乘以 3� 一 87 帕并将 3> ∋ 一
59 代人

,

减去非线性平均方程 3 ? 9
‘

并略去 高 阶 小

量
,

则

∴

厂[ ∃
2

∴

∋万 。百
川

一

玩
一 Ν ∃ 二

茄 Ν Β
Ε

飞于
Ε

Ν

仁 口
“ 口Ι 口6

日3− 一 − 。
9

Μ 一
一劝)

Ρ

一 ’7 ’=

将方程 3 Η 9乘以3 ] Ν 口刃9并代人3> ∋ 一 5 9
,

量
,

可得
≅

Ο万
Β 、

)理里
Ρ

、百通竺、87
。

�
⊥ 口4 刁Ι ς

’

」

刁/

刁Σ 3  9

再减去非线性平均方程 3 Η 9
产

并略 去 高 阶 小

。

〔盅一哈
百

Δ Ρ

豁9
。一 肾

一 ΤΟ 示门
刁3/ 一 / 。

9

∋ 6 3 � Π 9

式中口
二 日/ ς /即是无量纲压力梯度

。

必须指出
,

由于 ∃ , Β ,

刃都是小尺度量
,

方程 3 = 9一 3� Π9 已经跃迁到小尺度的拟态坐标

系上
,

因此必须进行相应的非线性修正
。

在 6方向户月3Ο万
Δ 一犯 ς − 即 9≅ 表示大尺度运动对有

位移刁的小拟态尺度运动的作用力
,

即小尺度拟态坐标系转换所承受的非惯 性 力
。

/3 而 ς 扒

Ν Λ ∋ ∃ ς孤 十朋 ς 户加 98 。 , ,

表示在 Ι 方向的非惯性力修正
<
虚数 8表示位移刀引起的非惯性力在

Σ 方向的影响在该拟序尺度时是隐含的
< 7 表示 Σ 方向的非惯性力影啊与波数成 正 比

,

每 一

周期波发生位移 刁都引起 同样的非惯性力影响
。

引人上述修正是进行强非线性流动不稳定性分析的重要措施
。

不稳定性分析将继续从已

线化方程3 = 9Ε 3� Π9 着手
。

方程中除 , 之外均为时均参数
,

由此可知
,

分析是基于时均 参数

与瞬时扰动相互作用的研究
。

而传统方法通常是研究瞬时参数与扰动的相互作用
,

这是该分

析方法有别于传统方法的重要差别之一
。

四
、

湍流稳定性准则

湍流是时空离散的
,

具有 当地性
、

非均匀性及非各态历经性
。

只有向分析中 引 人 离 散

性
,

才能保持有上述特性
。

为此 目的
,

在[ 刁ς [4 中令振幅控制系数省二 � ,

因为 刀是一瞬时参

数
。

但对[ ∃ς [4
, [ Βς [4 则令雪二 # ,

因为 ∃ , Β

是拟态时均 参数
。

当 占Μ � 时
, [洲[4

二 1

中

的振幅是
+为底的指数函数

, 厅的高阶导数本也应是
+为底的指数函数 <

但人为地令君
二 Π 后

,

[ Β

ς [ 4 Μ [ Τ 刀ς [ 4“不再是
“

指数函数了
。

这意味着[= =ς [ 4在大尺度上不再是一连续可微的
+

指

数函数
。

这处理使行仅是局部连续函数
,

而在大尺度拟态坐标系中成为离散函数
。

将3> 5
、 + 9代人3 =

2

9
、

3 , 9
,

并略去高阶小量得
∃ Μ 一 〔3 ∃ 一 Ζ 9刃〕

‘ 一 Ο 3∃ 一 Ζ 9刀
‘

3 � � 9

Β 二 87 3∃ 一 Ζ 9,= 3Ι Τ 9

式中撇
‘

表示刃勿
。

因此

[ ∃
ς & 4 Μ 一 3百 一 Ζ 9 3百 一 Ζ

%

9。
‘87 一 Ο 3百 一 Ζ 93订

一 Ζ %

9。87

[ Β
ς [ 4 Μ 一 3订一 Ζ 9 3百 一 Ζ %

97 Τ 。

3� � 9

3� ? 9
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将3 � �9 Ε 3 � �9 代人 3  9
,

积分并略去高阶小量可得
≅

一 3− 一 − 。
9 Μ − 卜 3 ∃ 一 Ζ 9 3∃ 一 Ζ %

9 =Δ ‘ Ν Ο Ζ %

3百
一 Ζ 9。

Ν 3 ∋ ∃ ς 日
4 Ν ∃ 日∃ ς 刁Σ Ν 日/ς 户日Σ 9, ]〕 3 ΔΗ 9

将3�? 9
、

3� Η 9代入 3 �Π 9
,

则

〔3∃ 一 Ζ 9 3 ∃ 一 Ζ
%

9 , =‘ 〕‘
一

、 〔月3Ο万
“ 一 刁− ς 户日6 9 一 7 “ 3万

一 Ζ 9 3石 一 +
%

9

一 3 ∃ 一 Ζ ≅

987 日Λ ς 日
Ι 〕刃 一 ΤΟ ∃ ∃ 一 〔Ο Ζ ,

3 ∃ 一 Ζ 9刃〕
‘

一 〔3日Λ ς 刁4 Ν Λ 日Λ ς ∋ Ι Ν 日/ ς / 刁Ι
9刀〕

‘ Μ Π
。

3 �> 9

方程 3 �的 便于对单一扰波作分析
。

边界条件是
≅

弯 曲流线凹侧 6 二 6 (
可位于旋涡固体 式 螺

转核内或固体壁上
,

扰动振幅 Ψ Μ 。 < 凸侧 6 一 6 Τ
可位于固体壁面上或无扰动区

,

扰 动 振 幅

Ψ 二 # ,

极限情况
,

外边界可延至无限远处6 Μ 士 .#
。

如果方程 3� > 9 在 Ξ7 Ζ_ Π 时 有 有 效

解
,

则流动不稳
。

为简化数学推导
,

令0 Μ
百

一 Ζ ,

假定 Ψ 是一非稳定解
。

在 〔6 ( , 6 Τ 〕区间

⎯永不为零
,

并可构成平方根 0
’ς Δ 。

⎯ 象 ∃ 一样在有关空间是连续可微或分段可微 的
。

再 令
α Μ ⎯

’ς “习,

并用之代替叮
。

在〔6 ( , 6 Τ 〕区间积分
,

并令α3 6 , 9 Μ α 36 Τ 9 Μ Π ,

可 得 出 虚 部

为
≅

只
7 Τ 一

会鲁加
Δ 一

几袱
Ο 百

Δ 一

合黝
一

创票
Ζ Η Δ

3Λ 一 Ζ %

9 Δ Ν Ζ

Β 二 ∋ Λ
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艺

一

皿〕β三�
∋6 ∀ χ⎯ β

如一
即如一

、

Μ Ω 3 �= 9

积分之后
,

3 �= 9 已跃迁回最初的大尺度坐标系
,

所有的非线性堆积结果及其对时均流

的现实效应均在方程 3 �=9 中得 已保存
。

当〔7
Τ 一 37 ςΖ

, 93刁Λ ς ∋
Ι
9〕_ # ,

3 �= 9式左侧第一个积分大于零
。

如有

呵
Ο 百

Δ 一

告
一

卿
一云

刁Τ/

日Ι 日6
Λ 〕

一

〔十
ς 刀Λ

、
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百不
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一Λ即护�孤

� ! ∀

# ∃ 一  %
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∗ ∗又 , ∗ 一 十 一几万一 几 七 % +, 二二 ++

)

口− 刁. 刁− 乙
一

口− 」&
/ # ! 0 &

则 # !了& 式不成立无解
,

流动稳定
。

因之 # !1 & 式即是 〔2 3 � 一 # 4 5  3 & # 日∃ 胭
.
& 〕6 7 时 流 动

稳定的充分条件
。

同理
, 〔4 “ 一 # 4 5  3 & #日∃ 5 8.& 〕9 7 时

,

流动稳定的充分条件为

厂口
5 二下

, ! 8 : ; ! 刁� : 8� 百 订 8 �
百 〕

< 尸 = 几 ∃ 一 一 二一
一
石万 夕一

—
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应用Ι 3ϑ + ,

理论的惯用方法〔1〕

〔4 “ 一 # 4 5  
Κ & #日( 5 8− & 〕6 Η ,

# !Λ &

重新定义Μ3
“Ν 8 % Ο ,Η 2 数 ≅

,

则上述稳定条件可改 写 为
Κ

! 刁Π 5
二 ,

二
。

! 日Π 、 !

卜石
一 一

一仁王丁 、人 ( ‘ 一

—
Θ
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“
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〔7 Τ 一 37 ς .
, 93而 ς 口6 9〕δ # ,

3Δ Π 9

尹一
、

一∃
一丁
∀

一1一一了2二∀汀一一」Δ一Σ一一万汤以一刁口一产>� 日/ ς
, ,

Μ
Δ ( ∋/ ⊥ ( ∋Τ /

石下 二二二
一

【 人 Λ 一

—
, 了万 ∀一 一二

Ρ

几二石二
�Ρ ∋ 6 ⊥ 尸 3, 6 ς 尸
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9

∋Τ Λ

口Ι 刁6

∀Τ Μ

一
ΤΖ <厂 父七

≅ ‘ 刁: :

卜二二二一一
Ρ 一一

一长井
十 Δ 幼 Ν?从 Ξ : 了 ∴ 广 、 Δ 上 % Τ 曰 少

、 Λ 划 % ,
’

划 8

3 一�

? 3 Δ � 9

式中涡量  Μ 一 ΤΟ ∃ ,

弥散声流涡量 。 二 一 ΤΟ Ζ % 。

湍流基本特征之一就是非定常
、

不稳定
。

所谓
“稳定湍流

”

应定义为
≅

稳定湍流有稳定

的时均速度
,

并有湍流动能 Ο 与湍流功能消耗率
。之间的稳定平衡

。

∀ , 、 ∀ Τ二式 中 分母
、

分

子分别反映了Ο 与。的产生率对湍流稳定性的影响
。

以上二式中分母中的剪切
、

拉伸
、

旋 转
、

弥散声流涡量诸项均与剪切速度梯度口∃ ς办有关
,

反映了时均流与湍流之 间 能 量 转换 对稳

定性的影响
。

分子中的诸项则反映了压力与速度变动的相互作用及记忆对稳定性的影响
,

这

些项是压力
一

变形项的替代表示式
,

反映湍流能量的再分配关系
。

在局部各向同性湍流 中
,

∀ ( ,

∀Τ表达式分母诸项退化为
≅

ς 口Λ
2

刁Λ
2 ‘、

二 、

、 刁Λ
Ξ

—
一 十 住

—
十 乙 Γ 才 一 白少 (

—⊥ 口6 39 Ι ς 5 6
3 Δ Δ 9

该式与湍流动能 Ο 的源项直接相关
,

并可用之得 出Υ “6& # (5, 应力项的更为精确的表达式
。

∀ , 、

∀Τ表达式中分子诸项是湍流动能产生项的制约因素
。

从哲学观点看
,

它们应与 湍流

动能耗散率的源项直接相关
。

利用其构造耗散率
。的源项

,

则现行的一点封闭湍流模型 的 最

大弱点
Ρ

—
。源项问题

,

即可迎刃而解
。

当分析过程中所取最大尺度缩小时
,

只要尺度不超出连续介质的尺度范畴
,

以上准则也

可用于瞬时流分析
。
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