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盘形锥齿轮的横向振动特性分析
北京航空航天大学 晏砺堂 李其汉

摘 要

本文分析了盘形锥齿轮的横向振动特性
,

分析指出此种齿轮小端齿槽底横向振动周向拉应力

最大
,

故易在此处首先出现疲劳源
。

对此种齿轮振动的共振条件提出了新的理论
。

理论分析和试

验实例表明两者结果十分一致
。

一
、

盘形锥齿轮的固有振动

�
2

单个齿轮不旋转时的振动 单个盘形锥齿轮与叶轮相似 5见图 � 6
,

具有不旋转盘

所有的一切横向振动
7

节圆振动
、

节径振动以及具有节圆和节径的复合振动〔�〕
。

此种齿轮最

易出现的是节径 5扇形 6 振动
。

故下面主要分析节径振动
。

二
、

三节径扇形振动的节线和最

大应力分布曲线如图 8 5( 6
、

596 所示
。

图+ 和 : 分别示出振动节线和最大应力线
。

周边齿槽

底振动周向应力最大
。
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图 & 研究的齿轮剖面图和断块形状 图 ∋ 节径型振动节线和最大应力线
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齿轮形状不对称于其辐板中央平面
,

故齿轮两

面振动应力大小不同
。

以二节径振动为例
,

将齿轮

周边展成平面曲线
,

其中线作余弦或正弦波形的上

下振动  图,  ! ∀ 周边被拉长
,

同时 ! 和 刀角也作时

小时大的变化  图,  ∃ ∀ ∀
。

从而可看出小端齿槽底
# 的直径要比大端 % 的直径增长的多

,

故在小端周

边受拉时
,

周向拉应力要比大端齿槽底的为大
。

如

大小端齿槽底应力集中情况一样的话
,

显然小端齿

槽底易首先出现疲劳裂纹
。

齿轮中面振动位移可用下式表示

图 , 盘形锥齿轮振动时边缘变形示意图

本文于&− . /年 . 月收到
。
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不二 + 5& 6
, ∃ − < ∃ , ∃ −. = 5 � 6

式中+ 5
&
6为振动位移最大的半径处的振幅

,

它为半径
&

的函数
> < 为节径数

> ?为齿轮半径的

周向位置角
> .为振动圆频率 5弧 ≅ 秒 6 > , 为时间 5秒6 + 5

&
6/ ∃ − < 口为齿轮中面各点的振幅

。

< ∃ ; 58 ΑΒ � 6二八 5Α ;
?, �,� 822

·

,’’6 处
, ‘ ; 。,

故夕二 58 Χ十 �6 ‘ ≅ 5Δ< 6 处为节线位置
。

夕; Α“ ≅

< 处振幅最大
。

这些位置相对齿轮不变
。

8
2

旋转齿轮的振动 5 � 6式得出的是齿轮不转或齿轮旋转但采用与齿轮同速旋转的动

坐标上的振动式
。

此种振动只能是与齿轮同速旋转的激振力才能激起
。

而现在激起齿轮振动

的轮齿啮合力是在固定的地区
。

为了研究齿轮的共振
,

需求出旋转齿轮相对固定坐标的固有

振动频率和激振频率
。

当然采用动坐标来分析齿轮固有频率和激振频率也是可以的
。

5�
,

6 式可分解成下面的形式
Ε ; 5+ 5& 6, ∃ − < ∃

, ’Φ ’ Β + 5
&
6, ∃ − < ∃ , 一 ’”= 6≅ 8

或 Ε ; 5+ 5
&
6, ∃ − 5< ∃

一.= 6 Β + 5& 6 , ∃ −
5< ∃ Β . = 66 ≅ 8

5Δ ( 6

5Δ9 6

5 8 6 式代表两个振动大小相等且不随时间变化而相互反向旋转的波
。

等号右边第一项

代表前行波
,

后一项代表后行波
。

它们分别相对齿轮向齿轮旋转的前方和后方转动
。

每一振

动含有二个波
。

分别取前
、

后行波来看
,

它们的节线位置角为

? ; 〔58 � Β � 6二 ≅ 8 士.=〕≅ < 5�; ? , ) , 8 ⋯⋯ 6 5 � 6

可见口与时间 =有关
,

节线的旋转角速度为

? ; 士. ≅ < 5 Γ 6

可见是正
、

反方向旋转的两个波
。

到此为止它们是相对齿轮旋转的
,

即是从动坐标上看到的

结果
。

若齿轮以田角速度旋转
,

则从固定坐标上看到的两个波的转速分别是

乡 ; 士 Φ Η
≅ < Β 。 5 Ι 6

式中Φ Η是齿轮旋转时
,

因离心力作用而稍有变化的相对动坐标的振动固有圆频率
。

因通常 Φ Η

≅<

大于 。 ,

为免出现负值
,

用 口; . Η ≅ < 士 。代换 5 Ι 6式
。

求得相对固定坐标上的旋转齿 轮 盘的

前
、

后行波振动固有频率分别为
讼 ∗ , ; ∗ Η Β < 3 ≅ ϑ ?

, ∗ 9 二 ∗ Η 一 < 3 ≅ ϑ ? 5 ϑ 6

式中∗ Η 二 Φ Η
八 8耐为齿轮的动频5Κ

Λ
6

,

是相对动坐标而言的
> 3是齿轮的转速 5&≅ < Χ∋6

。

从上面的分析得出
,

一个节线位置相对齿轮固定的节径型振动
,

可以分解成两个相对齿

轮而言正
、

反方向旋转的波
。

从固定坐标上看这两个波的转速是不同的
。

通常 < 3 ≅ ϑ? Μ ∗Η ,

故前
、

后行波都是顺齿轮转向旋转的
。

齿轮盘上的各点则随着波的转过作起伏的振动
。

齿轮

的这种振动叫行波振动
。

二
、

齿轮横向振动的激振力

齿轮正常啮合时
,

一段时间是一对齿啮合
,

另一段时间是两对齿啮合
,

齿上啮合力是非

对称循环交变的
。

啮合力的垂直于齿轮盘面的分力就是齿轮横向振动的激振力
。

对整齿轮而

言这种激振力的位置相对固定坐标而言是固定的
,

力的变化频率是啮合频率 ∗ 二 Λ 3 ≅ ϑ? 5Λ 为齿

数6
。

将此啮合力按傅里叶级数展开
,

得出简谐激振频率为∗, 二 Ν Λ 3 ≅ ϑ? 5Ν ; �
、

8
、

�2
·

⋯2 6
。

正常啮合力根据齿轮传递的功率和转速等计算 出来
。

当齿轮有加工误差
、

装配不良
、

轮齿或

齿轮支坐变形
、

传动扭矩脉动等不正常现象时
,

激振力就复杂得多
。

其幅值可能增大
,

变化
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频率亦可能不同
。

不正常啮合情况下的啮合力是难 以计算的
。

附带说明一下
,

在齿轮作无阻

强迫振动时
,

振动是轮齿的啮合力引起
,

振动与作用力是同步 5频 6 的
,

即振动位移的大小

和方向与作用力同比例且同方向
。

正常啮合情况下啮合齿不会对齿轮的振动起干涉作用
,

所

以不能将啮合点作为齿轮振动的约束点看待
。

有阻时通常不大的阻尼力只起减振作用也不会

起约束作用
。

三
、

盘形锥齿轮的共振

通常情况下共振条件是激振力的频率等于振动体的固有频率
。

对旋转齿轮的节径型振动

则迷必须指出下列几点
7

一是固有频率和激振频率应相对于同一坐标系
。

即同为 固 定 坐 标

或旋转的动坐标上求得的频率
。

二是因齿轮的节径型振动是行波
,

一次振动中有< 个波
,

故

在 ∗。 ; < ∗ ∋
5∗

∋

是固有频率
,

为 ∗9
或 ∗ , 6 时激起的振动最大

,

即为共振
。

也就是 ∗ 。 ; Ν Λ 3邝?

二 < ∗∋

为共振条件之一
。

为方便起见将共振时的频率关系式写成 Ν Δ 3 ≅ 5ϑ ∃ < 6 二 ∗ ∋ ,

而将∗ ,

写

成∗ 。 ; Ν Λ 3 ≅ 5ϑ ∃ < 6
。

这样就仍可应用一般振动的共振条件 ∗。 二 ∗。
。

三是激振力对齿轮的每一

次振动应做正功
。

必须同时满足这三个条件才能发展成为共振
。

下面来讨论激振力对齿轮振

动做的功
。

取第Ν 次谐波激振力来研究
。

它对齿轮一次前或后行波振动所做的功为
尸

“

尸Ο 2

Π ;

#
。

#
。 Θ二 ‘=‘“ 5 ∀ 6

现在采用动坐标系来求功
。

即看到的齿轮是不旋转的
,

而激振力沿齿轮 反向旋转
,

但考虑离

心力对固有频率的影响
,

故用动频.Η
代静频Φ

。

求得齿轮上各点的振动速度为
Ε ; 一 + 5& 6.Η 〔− Χ∋ 5Φ Η = Β < ∃ 6 Β −Χ∋ 5Φ Η = 一 < ∃ 6〕≅ 8 5 ! 6

有阻尼时
,

振动落后于激振力一个落后角由
,

这里写成激振力超前振动一相位角小
。

故在动

坐标系中的第 Ν 次谐波激振力为

ΘΡ ; ΘΡ 。, ∃ − 5Ρ Λ ∃ = ≅ < Β 少 6, 一 , Ρ “

5  6式展开取实部
,

经变换后得

5  6

Θ Ρ ; Θ Ρ 。 〔/ ∃ −
5Ρ

Λ ∃ = ≅ < Β 中 Β Ρ − 6 Β / ∃ − 5Ρ
Λ ∃ =≅ < Β 小 一 Ρ ∃ 6〕≅ Γ

共振时
,

巾 ;  ?
’

且Ρ Λ 。 ≅ <
;; Φ Η ,

并 用
一 −Χ∋ 5Φ Η 士 Ρ ∃ 6代

/ ∃ −
5Φ Η =士 Ρ 口

换后与 5 ! 6 式一起代人 5 ∀ 6 式得

5� ? 6

Β 中6
。

将 5�? 6 式变

尸
“

产 �
2

Σ
Σ

二
, 。 、 ·

2

Τ ∋
、 、 一

Π “
2

】
2

】
一
百 “ 5‘’”Η ’ Ρ 。仁−‘∋ 5 Φ Η ‘ Β Ν 口 , Β Υ ‘∋ 气Φ Η ‘

一
( , # Ε

〔−Χ∋ 5.Η = Β < − 6 Β −Χ∋ 5Φ Η = 一 < ∃ 6〕Η =Η 口 5� � 6

5� � 6 式两方括号相乘后再展成三角函数之和即可积分
。

对于Ρ 笋< 的情况
,

积分结果Π ; ς
。

只有 Ρ ; < 时
,

积分结果0 Ω ?∃ 故只有 Ρ 王 < 的谐波激振力才能激起共振
。

上面对功的分析是齿轮加工无误差
,

正常啮合情况下得出的
。

当轮齿加工或齿轮装配有

误差时
, Ρ 笋 < 的激振谐波也可能激起共振

,

但通常误差不会很大
,

因有随机误差Ρ 并 < 时激

起的共振要比Ρ 二 < 谐波激起的共振小得多
。

只是当齿轮基节误差过大
,

齿轮啮合发生半千涉

的情况例外
。

因此最后得出盘形锥齿轮前
、

后行波节径型振动共振的条件是

Λ 3 ≅ ϑ? ; ∗ Η 士< 3 ≅ ϑ ? 5� 8 6

5� 86 式的得出已经取 Ρ “ <
,

而不是取 Ρ ; �
。

一般振动情况
,

激振力频率 ∗ 。 ; ΡΛ 3邝。而取
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Ρ ; �得到的共振时频率关系式虽与 5� 8 6 式相同
,

但实质意义是不同的
。

后行波转速如等于齿轮转速
,

则在固定坐标上看到的是不转动的波
。

行波相对齿轮仍是

旋转的
,

故齿轮仍有振动
。

这种振动叫驻波振动
。

发生驻波振动的转速叫驻波临界转速
。

其

值为3 7 ; ϑ ∃ ∗ Η

加
。

对于齿轮轴位置固定的情况
,

轮齿啮合力中含有大小一定
,

位置固定的激

振力成份
,

它可能激起驻波振动
。

但因通常3− 远高于齿轮工作转速
,

故实际工作中齿轮是不

会出现驻波共振现象的
。

前行波的转速如与齿轮转速相等
,

可看到相对齿轮不动的波
,

叫正协调波
。

这种情况是齿

轮具有节径型振动时的最大振动位移并同时旋转
。

这种波只有与齿轮同速旋转的
,

大小不变的

轴向力或力的成份才能激起
。

通常齿轮中不存在这样的作用力
,

故正协调波是不会发生的
。

总的来看
,

旋转盘形锥齿轮的横向振动形式虽有许多种
,

但对于齿轮啮合位置相对固定

坐标只在一处且位置不变的情况
,

齿轮啮合力只能激起前
、

后行波振动
。

四
、

试验结果和结论

∗5 Κ Λ 6

? 8? ?? Γ ? ?56 ϑ ? ?? !? ?? )ς??

图 Γ 齿轮行波振动共振分析图

在高速齿轮旋转试验器上进行了盘形锥齿

轮的啮合试验
。

测试了一个具有�8 个齿的盘形

锥齿轮的振动响应和行波共振转速
。

旋转前还

作了静频试验
。

用磁带记录仪录下齿轮旋转时

在齿轮辐板上和在齿轮支座测出的振动讯号
。

用 ∀ Ο � ∀ Ι 动态分析仪作功率谱分析
,

根据响应

谱出现峰值和频率成分判断出实测共振转速
。

得出该齿轮二节径前
、

后行波共振转速为 ∀ , ? �?

5&
≅ < Χ∋ 6 和 ϑ , 8 Ι ? 5&

≅ < Χ∋ 6
。

试验中未测出其

他共振
。

试验转速为 ? , � 8 , ? ? ? 5&
≅ < Χ∋ 6

。

另

由试验测出的二节径振动动频 5动频与静频实

测结果差别很小
,

前者较高
,

但不超过 � Ξ 6 与三节径静频作出前
、

后行波振动共振图 5图

Γ 6
。

由激振频率线 ∗。 ; Λ 3 ≅ ϑ? 与前
、

后行波固有频率线的交点定出前
、

后行波共振转速分

别为∀ ,

?! 。5&
≅ < Χ∋ 6 和 ϑ ,

8Γ ? 5&≅ < Χ∋ 6
、

与按实测响应最大定出的共振转 速十分接近
。

按分析

Ρ ; �时激起的三节径共振在试验转速 以上
,

故实测响应时未能测出
。

显然理论分析与试验结

果完全一致
。

由此可得以下结论
7

�
2

固定啮合位置的盘形锥齿轮旋转时只可能出现前
、

后行波节径共振
。

驻波振动虽有

可能发生
,

但驻波临界转速很高
。

8
2

盘形锥齿轮作节径行波共振时
,

齿槽底周向振动应力最大
,

直径小端应力尤大
。

�
2

正常啮合时
,

只有 Ρ ; < 阶次激振谐波频率为
7 3 ≅ ϑ ? 5Κ 7 6的啮合力才可能引起较大的

节径行波共振
。

齿轮有误差或非正常啮合时才可能激起 Ρ笋 < 阶次谐波共振
。

一般误差引起的

这种振动较小
,

不危险
。

〔约
“

舫空涡轮发动机构造与琴件强度计算
”
下册
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