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非线性元件次谐波运动的等效线性化

西北工业大学 陈松淇 徐建康

摘 要

本文提出一个利用谐波平衡原理将非线性元件的作用力线性化的方法
。

非线性元件装于多自

由度系统
,

系统在非线性元件处的运动含有与作用于系统的外谐和力非同步的分量
。

文中给出等

效线性力参数的表达式
,

它们可通过一定的迭代步骤算出
。

文中以装有非同心型的挤压油膜阻尼

器的不平衡刚性转子的次谐波响应为例
,

比较了用本文的方法与用6 & ( 7 − 一8 &9 9) 法所得的计算结

果
。

非同步共振是非线性系统产生的重要现象之一
。

特别
,

次谐共振在一些实际的机械系统

中常有发生
,

例如
,

装有挤压油膜阻尼器的转子系统在小阻尼情形 就 存 在 稳态 的 次 谐 共
一

振:�;
。

对于旋转机械
,

次谐共振将使转轴作非协调进动
,

从而使转轴承受疲劳应力
。

所以
,

在设计阶段必须予以预测和控制
。

由于非线性元件作用于系统的非线性力可能十分复杂
,

系

统的稳态次谐共振一般要通过对系统的微分方程的瞬态积分来求得
。

显然
,

这对于多自由度

系统是很麻烦的
。

本文提出一个等效线性化方法
,

可以近似地但比较简捷地求得系统的稳态

非同步共振
。

本文的方法包括了文献〔� 〕的方法
。

文献〔� 〕的方法 只限于求同步共振的首次近

似
。

理 论

设含有非线性元件的多自由度系统在非线性元件处作平面运动
,

于是非线性元件作用于

系统的力可用函数 + <=
,

表示对时间
> 的导数

。

? ,

夕
,

幻 来表示
。

其中=与
?

是非线性力的作用点的绝对坐标
,

,’2
”

设非线性力作用点的稳态运动为
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其中几与各谐波系数, Ε 。 , , , Α , Β , Α <4 Φ � , � Η 4二 � , � ,

⋯ Δ 都是常数
,
久是外谐和力的频率

,

一

3 是某个不大的正整数
。

式 < �Δ 中
,

对应于 4 Φ 3的项代表与外力同步的运动分量
,

而对应

于Α矢 3 的项代表与外力不同步的运动分量
。

当 3 Κ �且4二 � , � ,

⋯
,

式 < � Δ 表示基频为刀3 的 ∗ϑ 3 阶次谐共振
。

当3 Φ �且 4二 � , � ,

⋯
,

式 < �Δ 表示基频为久的谐和共振 <含有高阶谐波分量 Δ
。

当3 Κ �且4 Φ / , Λ ≅ � ,

⋯
,

而 / 与

灭是互质整数
,

则式 < � Δ 表示基频为Λ几ϑ 3 的/ϑ 3 阶超次谐共振
。

本文于 �  5Μ 年 �Ν 月收到
。
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对于形式如式 < � Δ 的运动
,

非线性力沿=与
Ε

的分量可线性化为
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其中+ 2 。<4 Φ � , � Δ是等效平均力
, Ο , <4 Φ � , � Δ是等效线性弹簧系数

, − Ε <4 Φ � , � Δ是等效线性阻

尼系数
,

而
) Ε Α与Θ , Α<4 Φ � , � Η ΑΦ ? , � ,

⋯
,

Α头3 Δ是等效外谐和力的幅值
。

如果式 < � Δ 中不含Α铸 3的项
,

即运动是与外谐和力同步的
,

则式 < � Δ 中将不含等效

外谐和力
。

等效外谐和力将保证等效线性系统存在非同步响应分量
。

将式 < � Δ 代人式 < � Δ 并令 <�ϑ 3 Δ
> Φ 于,

所得等式左端的函数+ = 与+ Ε

是 切 Φ 久于的 周期

函数
,

周期为 �二
。

展为富氏级数
,

并令等式两端同阶谐波的系数相等 <谐波平衡原理 Δ
,

得

到
,
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可以看到
,

等效力参数将由非线性力函数 +<=
, ? ,

夕
,

幻以及非线性力作用点的运动 <式

< � ΔΔ 所完全确定
。

然而运动是未知的
,

所以问题还得通过一定的迭代步骤来求解
。

下 面 是
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一个建议的迭代步骤的流程图 <图 � Δ
。

其中� 对于给定的频率值 久
,

设定式 �  !

中的振幅参数值∀ , 。 , ∀ , # , ∃ , # � % &  , ∋ ( #&

 , ∋ ,

⋯ ! ( ) 根据式 � ∗ ! 算得的等效 力参

数 + , 。 , − , , . , , / , # , 0 , # � % &  , ∋ ( % &  , ∋ ,

⋯
,

%笋 1 ! ( 2 计算线性化系统的动力响应
,

得

到原非线性阻尼器处的振幅参数值∀ , 。 , ∀ , # ,

∃ , # ( 3 如果算得的振幅参数值与原设值之

差大于给定的允许误差
,

则修正� 处的振幅参

数值
,

重复同样的过程直到轨道收敛
。

如果系统有几个非线性元件
,

各个元件可

等等效力参数数

兀兀
。 ,

4
, ,

5 , / 、,
,

0‘,,

,,, 二 6
,

∋ ( #二  
7

∋ ,

⋯
,

#半111

多多 自由度系统统

��� 带等效力
少少

图  流程图

以独立地线性化和独立地迭代
。

元件之间的祸合通过系统 的动力特性来实现
。

二
、

算 例

为了说明方法的应用和精度
,

我们考察装有非同心型挤压油膜阻尼器的不平衡刚性转子

的稳态次谐波响应
。

简单起见
,

设转子对称地支于两个相同的挤压油膜阻尼器支承
。

于是轴

颈中心的无量纲运动方程可写成 �见无量纲图 ∋ ,

其中8  � 9 , , !表示轴颈中心的位置 ! 〔。
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图 ∋ 坐标系与 力 �

—
等效线性化法

,

⋯ ⋯ 4 一 Μ 法 !

图 Λ 用线性化方法与用 Μ Ν Α ϑ > 一4 ΝΟ Ο/ 法算得的轴心无量纲轨道比较

� 阻尼器的无量纲间隙圆是单位回 !

其中9 , 6

是轴颈中心的无量纲坐标 �相对于阻尼器的间隙无量纲化! , : 是作用于转子系统

的无量纲静载荷
, = 是无量纲质量不平衡偏心率

, + , � % &  , ∋! 是无量纲挤压油膜力
,

它们

的表达式见文献〔∗ 〕
。

设轴颈中心的稳态轨道运动有式 �  ! 的形式
,

则挤压油膜力的分量可以线 性 化 为 式

� ∋ ! �给以确定的1 和 % ! ,

其 中的等效力参数按式 � ∗ ! 计算
。

于是
,

下列有等效线性系

统给以确定的 1和 #
。
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对于给定的转速几
,

设定式 < � Δ 中的一组振幅参数值 , , 。 , , , Α , Β , Α ,

然后由式 < # Δ

以及+ Ε 表达式〔# 〕计算相应的等效力参数 + , 。 , Ο , , 。 , , 。 Ε Α , Θ , Α ,

这样就得到 了 等 效线性

系统
,

式 < Μ Δ
。

由此
,

计算阻尼器处的响应
,

将它们与原设的振幅参数值比较
,

看是否达

到了轨道收敛
。

如果所设的振幅参数值在计算值的给定误差范围之内
,

就认 为 过 程 收敛
,

再给定另一转速
,

重复相同的过程
。

如果不在误差范围之内
,

则算得的振幅参数值用来计算

修正的等效力参数
,

作为计算下一次响应之用
。

典型的稳态轨道如图;所示
。

实线是按本文的等效线性化方法算得的
,

虚线 则按6 &( 7 − Ω

8 &9 9戮法对非线性微分方程 < ! Δ 作瞬态积分而得
。

图 ; <) Δ 与 <ΘΔ 的实线分别按轴 颈中
∃

合的运动形式为式 < � Δ
、

其中3 Φ � ,

ΑΦ � , �以及3 Φ � ,

4 Φ � , � , ;算得
。

每一 情 形
,

实

线与虚线都相当符合
。

但是等效线性化方法可明显节省计算机时
。

户

二二 乡士 共吞

一
、 奋口 卜七

对于含有非线性元件的多自由度系统
,

元件作用于系统的非线性力可以根据元件处确定

的稳态运动用谐波平衡法线性化
。

每个元件的线性化可以独立地进行
。

系统的稳态响应可以

通过一定的迭代步骤求得
。

如果稳态响应中非同步谐波分量是主要的
,

例如
,

具有次谐波响应时
,

则等效线性力的

分量必须包含两个部分
。

第一部分是一个平均力
,

一个线性弹簧力以及一个线性 阻 尼 力 之

和
。

第二部分是一些等效外谐和力的和
。

这些外谐和力的频率与非线性元件处的非同步运动

分量的频率相同
。

表征上述两部分等效力的参数
,

可以通过谐波平衡法由原来的非线性力函

数以及非线性元件处的稳态运动完全确定
。

等效力中所含的等效外谐和力恰好保证线性化系统像原系统一样存在着非同步响应
。
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