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多点调力法激励纯模态的新方案研究

南京航空学院 伊立言 张益松

摘 要

本文探讨了作为模态试验方法之一的多点激振技术
。

针对某些实验仪器存在的 相 位 移 动问

题
,

提出了一种新的多点激振调力方案
,

并建议了一种识别纯模态下各模态参数的实用方法
。

经

过计算和实验的考核
,

说明本文方法对于一般结构进行多点激振试验都是适用的
。

一
、

引

多观激振技术是一种有效的模态分析方法
〔’〕。

以单频激励
,

其强迫振动微分方程可简化为

2劝

对于任一具有多自由度的弹性 系 统
,

施

〔4 〕5长6 7 〔8〕5火6 7 〔9 〕5 : 6 ; 5< 6 ,=& # > ? � ≅

式中〔4 〕
、

〔8〕和〔9 〕表示质量
、

阻尼和刚度矩阵
, 〔<〕和 5

:

6分别为激振力和位移响应向量
。

如欲激励出只有与第=阶振型成正比的单模态振动
, <的分布必须满足如下规律

Α

5< 6 ; 曰、〔4 〕、: 6 Β

了
?� 一示 ≅ Χ 7 ?石

Β 。Α ≅ Χ ? Χ ≅

式中
,

乙
; 。Δ 。

, ,

亡Β 二 8 Δ ?Ε9 ≅
, 。和。 ,

分别为激振频率和第 =阶固有频率
,

5< 6和 5
:

6分别为

激振力幅 向量和响应幅值向量
。

由于结构中质量刚度阻尼的分布往往是未知的
,

激振力需边试验边调整才能得到最佳分

配
,

这就需要有判别准则
,

传统判别纯模态是相位准则
,

它要求各点位移 ?或加速度 ≅ 响应

与激振力的相位差为  Φ
’ 。

工程上常用模态纯度因子 ?总平均相移 ≅ 表示阁
。

∋ ;

兄 6∗ Α .# ”
功

,
(Δ Γ Η∗

,

,=& 州
( 目 � � 二 �

? Ι ≅

其中
, (为测量的序号

Β ∗ ( ? ; 5
: ( ?。川 ≅

、

劝(
分别为响应的幅值和相位

。

劝‘ Φ
。

?( ; � , Χ ⋯⋯

&≅ ∋ 、#时
,

则达到纯模态
。

应用中往往先给定模态纯度占
。 ,

则达到纯模态的判据为 。《 。。 。

用压电晶体片等作为激振元件时
,

会出现信号相位的移动〔Ι〕?畸变 ≅
。

故激振力 的初始相

位难以确定
,

无法利用 ? Ι ≅式判别
。

况且
,

常规的振动试验设备都会引起信号相移
,

高频段

更严重
。

所以建立新的多点调力方案和纯模态判据具有很大的实用价值
。

二
、

幅值响应曲线的等效拟合

根据模态迭加理论
,

求解方程 ? � ≅可得各测点(处的位移响应: Β ?。 ≅和相位差沪
Α
如下

: Α ?。 ≅ ; ϑ Α %

Δ ?� 一万圣7 ΚΕ雪
%

石
%

≅ 7 ϑ Λ ?。 ≅ 7 Κϑ Α ?。 ≅ ? � ≅

甲 > ; > Μ
一 (

ϑ ( % ·

Χ雪石
%

Δ 〔?� 一石乍≅ Χ 7 ?Χ乙
%

石
%
≅ Χ

卜 ϑ 过卯工

ϑ
Α � ·

?� 一乙毖≅Δ 〔� 一 石落≅
“ 7 ?Χ亡

%

砚 ≅“卜 ϑ Λ ?。 ≅
? Ν ≅
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、氏� ,工旬

!夕了了一∀

# 一分

式中
, ∃  %

相 当于第
%
阶模态下的静态位移

,

而

∃ & ∋ 。 (和 ∃ ) ∋ 。 (分别为其它模态成分总和的实

部和虚部
。

按 ∋ ∗ (式可作出第  测点在固 有频

率。
%

附近的幅频响应曲线
,

如图 + 所示
。

图中所示曲线为未调成纯模态的情况
,

表

现为多个模态并存
。

由 ∋ , (式可见
,

只有当适

调力出现单模态时 ∋即 ∃ & ∋ 。 (
, ∃ − ∋ 。 ( , . (

/

各测点响应才趋于单相 ∋ 同相或反相 (
,

即

切 + 0 1 2
一 ’〔3乙

% .
%

4 ∋ 5 一 。吞( 〕

图 +

∋ 二 +, 3 ,
, ·

⋯
, 6 (

幅频特性曲 线

当乙
%

一 + 时
, 甲、士 78

’ ,

即此时各测点响应均与力信号正交
。

所以
,

程
,

就是不断降低各相邻模态的成分
,

突出主模态的振动
,

达到单一模态
。

∋ , (

纯 漠 态 的适调过

如图 + 中所示
,

在。
‘” 至。

‘“’的频段内
,

响应曲线 类似于单自由度情况
,

故可按后述方

法
,

取幅频曲线每三点数据 ∋激振频率及对应响应幅值 (
,

求出等效的静态 响 应 幅值 ∃  。 。 、

固有频率 。 。 。 ,

阻尼比上
9 口 。

据此拟合一条单 自由度响应曲线
,

称为等效响应曲线
,

表达式为

: , 。 。 0 ∃  。 。

八 + 一 。 9;∀ < +3乙
9 。口 。 。

( ∋ = (

在未调出单一模态时
,

用不同的几组数据 ∋每组三点 ( 所拟合的等效响应曲线 是不重合

的
。

对于单模态
,

各组数据唯一地确定一条响应曲线
。

由此可见
,

如果
%

阶模态在整个响应

中所占比重越大
,

它越接近单模态振动
,

那么各组数据的固有频率和阻尼比方差越小
,

各条

等效响应曲线也越相似
。

当调整激振力的分布 ∋幅值和极性 ( 使得各组计算值完全一致
,

各

拟合曲线相互重合
,

这时即为单一模态振动
。

三
、

单模态下模态参数的测定

对于多自由度系统或弹性体
,

当调整激振力分布得到较纯模态
,

整个动力系统就等效于

一个单自由度系统
,

问题转化为如何识别单模态下的各个模

态参数〔
‘〕

。

文献〔“〕提出的测量模态参数方法
,

要 求 精 确测

出激振力的大小
,

应用不方便
。

为此
,

本文推导了另一种计

算公式
。

设测量所得的响应为加速度信号
,

如图 3 所示
。

对于固

有频率。
%

附近各点。及对应加速度幅值
> ∋ 。 (

,

应满足

∋。井一 。 3 ( 3 < ∋ 3 雪
% 。。

%

( 3 0 〔? %
∋ 。 ( 4 ≅

%

Α ∋ 。 ( 〕“ ∋ Β (

> ‘竺‘Χ
Α ‘

Δ
’

ΧΕ
> ”

Χ
Ε

Α
‘ 5 ,

 一

一 ., ∋  ( / 《 , , 旬 / Φ ,

图 , 加速度幅频特性曲线

记几
% 0 。瑟

,

又0 。 3 , Γ
, 0 ∋ 3亡

%

( “ , Α 0 Α ∋ 。 (
,

∋ Η (式变为 ∋ 又
% 一 只( “ < 几

%
几Γ

% 0 ∋ Ι
,

久4 ≅
。Α ( “

设有三个测点。川
, 。川

, 。 ‘Φ ’,

对应幅值为Α ‘” , Α ‘3 ’ , Α ‘Φ ’ ,

代人上式
,

得

以
% 一 丸

‘” ( 3 < 几
%
几川 Γ

, 0 ∋?
%

久
‘” 4 ≅

% Α ‘” ( 3

∋ 久
, 一 又

‘3 ’
( 3 < 又

%

几
‘3 ’Γ % 0 ∋?

%

久
‘” 4 ≅

% Α ‘” ( 3

以
, 一 几

‘Φ ’
( 3 < 几

%
几

《Φ 》Γ
, 0 ∋?

%
久

‘” ’

4 ≅
% Α ‘Φ ’

( “

∋ 7 (

消去 ∋ Ι
%

4 ≅
%
(

,

并令 1 , , 0 ∋ 又
‘” Α ‘” 4 几

‘” Α ‘” ,

∋ 5 0 Φ ,

ϑ0  , 3 (
,

解得

Κ
% 一

了
Κ

∋ + (
Κ

《3 ( ∋ 1 Φ +久
‘” 一 1 Φ 3 只

‘’(
( ∋ 又川

一 几“
,
( ∋ 又

‘Φ , 一 久
‘ 3 ’

一 ∋ 1 Φ + 久
‘3 ’ 一 1 Φ 3 久川 ( 一 ∋ 1 Φ 一久∋ Φ ( 一 几川 ( < ∋ 1 Φ 3 久

‘ Φ ’ 一
∋ + 8 (

(一久

。 % 0
杯

一
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言一了
一

奋
Π ? > Ι Χ 一 � ≅久手7 > Ι Χ ?几

‘“’ ≅“ 一 ?几
‘Χ ’

≅ Χ

�久
%

?> Ι Χ 久
‘Ι ’ 一 几

‘“’
≅

? �Χ ≅

只要测 出某阶共振频率附近任意三个频率点所对 应幅值
,

即可完全确定。
%

和亡
% 。

以上公式利用加速度频响曲线推出若要利用位移或速度响应信号
,

令
> 。 , ; ?∗ ‘” Δ∗

‘” ≅“

?对于位移测量 ≅ 或 > 。 , ; ?几
‘” Δ 几

‘” ≅ ?Θ
‘
” Δ Θ ‘” ≅“ ?对于速度测量 ≅

,

其中∗ ‘” 和Θ ‘” 分

别表示 。 ‘” ?= ; �
,

Χ
,

Ι≅ 处的位移和速度响 立幅 值
。

这里推导出的固有频率是精确值
,

计算模态阻尼比的公式 也是情确表达式
。

四
、

纯度的新斗=(∀据和调力过程

多点激振试验中
,

不可能 也无必要调出绝对的纯模态
,

只要达到给定的纯度即可
。

由图 � 中在。≅ ‘” 和。
‘” 之间扫频得

+

组数据 ?每组三点 ≅ ,

可以相应算得
+

组等效固有频

率和等效阻尼比
Α ?。

+ 。 ≅ Α ,

‘亡
+ 。 ≅ Α ⋯⋯

,

?。
+ 。 ≅ Α

2

?亡
+ 。 ≅

+ 。

它们的均方值为

Ρ , + 。 ;
丫

。, Γ ‘, 一 ?Γ #
+ 。

≅Χ ,

Ρ 言名
二

侧 Γ 之芯
。 一 ?Γ 《

+ 。 ≅Χ ?一Ι ≅

式中Ρ 和Γ 分别 为均方值和平均值的算子
。

对于 &
个测点

,

可得 & 个 均 方 值?Ρ 。 + 。
≅ 。?= ; �

,

Χ ,

⋯⋯&≅
。

调制激振力时
,

只要使分散度趋于零
。

定义分散度指标为 ?� � ≅式
,

纯 模 态 判 据为

? �Ν ≅式
Α

乙 ?Ρ
,
+ 。 ≅ Σ

= 二 �

Τ (簇 Α 一,

4
∋ Ε ;

止艺 ?−
Α + 。

� � � 二 Π

? �� ≅

Τ Ε ? Α Χ

其中 Α Α 和 Α Α 为给定的纯度要求
,

即在满足 ? �对式时
,

就达到 ∀’单一模态
。

固有领率位置
,

此时即为纯 漠态
Π

? � Ν ≅

再调整激振频率到

激振力的调节过程有多种实施方案川
,

只是反馈信息改用分散度指标
。

可根据最优化原

理来确定最佳激振力的分布
,

较简便的是采 用最小二乘法指导调力
,

其一般步骤如下
Α

? Υ≅ 先用一个激振器对试件进行频 率粗扫
,

得各阶模态的大致分布情况

? Χ ≅ 初步安排各激振器的位置和力幅
,

在希望调纯的模态附近进行微扫
,

每个传感器

测得儿组数据 ?激振频率和对应响应幅值
,

由此求得其分散度 Τ ?Τ Β 和Τ Ε ≅
。

( ? Ι ≅ 仅变化第/个激振力 < − ,

而其他激振力保持不变
,

可
Τ

,

?Τ
一
≅ �

?Τ
−
≅Α

二

狡丫
玄 (

二
?<

,
≅ Β ?< , ≅一 <

,

图 Ι 分散度对于激振力的变化图

获得分散度Τ − 。

将 < − 变化 ς 次
,

求得 ς 个分散值
Α

?Τ / ≅ � ,

?Τ − ≅ Χ

⋯⋯ ?Τ − ≅ ς
,

相应关系如图 Ι 所示 利用最小二乘法将图中各点

拟合成二次曲线
,

然后求曲线的极小值
,

从而调整 < 至 合适的幅

值
。

? Η ≅ 依次调整各激振力< / ?/ ; ( , Χ2 二 ς ≅后
,

获取最佳力分

布
。

若分散度 Τ? Τ �和 Τ Ε ≅不满足 ?�Ω ≅式
,

重复第? Ι ≅步
,

直到给

定指标
,

在达到最佳激振力分布的同时
,

也求出了真实的固有频率和模态阻尼比
。

然而让激振频

率等于固有频率
,

就可以在纯模态
一

「测量其余模态参数
。

五
、

纯模态判据的验证试验

为考核调力方案和纯模态判据 的有效性
,

取如图 � 计算模型进行仿真试验
。

图中质量
Β
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ς , ; ς Ε ; � ,

阻尼
Α 8 , ; 8 Ι 二 Ι

2

Χ , 8 Ε ; Φ
2

� Β 刚度
Α Ξ Α 二 Ξ Ι ; �Χ Ν �吐, Ξ Ε ; 立Ν Ο ,

按振动 理

度可求得固有频率。
� 二 � �Χ ,

田 Χ ; � � Ο

、

⋯
,

“� ; 。
·

Ψ“ Ι ,

“Χ 一 “
·

Φ ‘Ω“
。

在ς , 和ς Ε上分别装有一测量点
,

,

振型矩阵〔‘〕;

〔
其响应 : , 和 : Ε为

: ( , Χ ; 〔?( 一 面子≅ϑ (士 ? � 一 面姜≅ϑ Ε 〕, =& # > 7 〔Χ乙� 面 Υϑ Β 士 Χ亡Χ 石Χ ϑ Ε 〕+ # , # >

古由 ϑ
,

;

一止已二卫鱼丝匕
Π

?� 一 汤)≅
Χ 7 ?Χ乙, 函 , ≅

“
ϑ Ε ; ?< 、 一 < Ε ≅ Δ ?Χ。呈≅

由
二 � 或 Α Χ

表示的幅频特性如图 Ν 所示
。

曲线 �
、

Χ

其选加响应幅值
。

?( 一 乙 Χ ≅Χ 7 ?Χ乙Χ 舀 Χ ≅ Χ

分别表示两阶纯模态响应
,

曲线 Ι 为

了乙乃 ,�

二夕亨
‘

5

、

护
、

,

心

、Υ’’
Η

。 ? � , 。、。‘ Χ ≅ 2 Χ

图 � 双质量弹簧系统的振动模态 图 Ν 两自由度系统的测点响 应

开始先用单点激励粗扫得类似曲线 � 的幅频特性曲线
。

为分离出第一阶模态
,

对于不 同

的加 力状态< Α
和 < Α ,

在 。 ?�≅ 和。?Χ≅ 之间扫领得 二组 ? �Χ 个侧点 ≅响应数据
。

设给 定 精 度 Α Α 二

Φ
2

Φ Ι
, 。 Α 二 Φ

2

ΦΦ ΦΙ
,

初始加力状态< ( ; �的 Φ Φ
,

可按下列步骤改变激振力< Ε进行适调
。

? ( ≅ 令< Α ; # ,

由扫频数据按? �� ≅式求得 Τ Β ; Φ
2

Χ � Φ
,

Τ Α ; Φ
2

Φ Φ �Ι
,

拟合的响应曲线如

图Ο∋
,

不合精度要求
,

应进一步调力
。

? Χ ≅ 取< Α ; 一 Ν Φ Φ Φ时
,

Τ 飞 ; �
2

Φ Χ Ν
,

Τ Ε ; Φ
2

Φ Φ Ν Β ,

如图 Ζ ∋

示
,

显然应改变 力的方向
。

? Ι ≅ 取 < Α ; Ν Φ Φ Φ 时
,

Τ Α ; Φ
2

Φ ! �
,

Τ Α ; Φ
2

Φ Φ Φ ! ,

比 ? � ≅ 状 态有所改善
,

但精度还不

�
2 :

图 Ο <
Α 二 。时的响应 <

Α 二 一 Ν 。。Φ 时的响应 <
Α ; ! ΦΦ 。时的响应

够
。

? � ≅ 取< Ε ; � Ν Φ Φ Φ时
, Τ ( ; Φ

2

Φ Ν Φ , Τ Α ; Φ
2

Φ Φ Φ Ν ,

还需进一步调力
。

? Ν ≅ 取< 二 ! Φ Φ Φ时
, Τ , 二 Φ

2

Φ Χ !簇 。 � ,

Τ Α ; Φ
2

Φ Φ Φ Ι?
。 Χ ,

满足纯度要求
,

拟合得 Ο +

响应

曲线
。

当纯度要求高时
,

可使最佳力分布为 < Ε Δ < , ; �
。

本例题因只需改变一个力
,

故采用上述

步骤便于说明方法的可行性
。

对于实际问题
,

激振力数目较多
,

可采用前述最小 二 乘 法 进

行
。
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粗Α
几“甘件(∀22刁2尹

尹

户
电[、、 、

Φ
2

�

Φ
2

Χ

划∴引Χ��!�Χ俏Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2Φ,

汽贵了几下矛而下互�
2

� �
·

Ο �
·

] < ,

尸
‘

图 Ω Τ
(

和 Τ
Α

对于 ?<
Α

Δ <
Α
≅的变化关系

对于多种不 同的 力分配
,

求得等效固有频

率和阻尼比的分散度 Τ Β
和Τ Ε ,

两个侧点在激振

频率等于等效固有频率时的相角 切 � 和 华 Χ ,

以

及总平均相移
,

均可算出
。

分散度对应激振力

分配的变化曲线如图 Ω 所示
。

图中
,

实线表示

Τ , 的变化
,

虚线为 Τ Ε 。

由图看出
,

当?< Ε Δ < , ≅ 二 一时
, Τ Α ; Τ Ε ; # ,

达到最佳力分布
。

这时各组数据所得的等效固

有频率和阻尼比一致
, 。 Α ; 。 ; � �Χ

,

亡, ; 雪二

Φ
2

Φ � � Ι
。

图 Ω 所示
,

在激振力分配从两侧逼近

最佳分布时
,

Τ ,
和 Τ Ε均有效地指示了调力方向

。

比较不 同指标的灵敏度看出
,

力分配与分散度
、

相位
、

总平均相移存在一一对应关系
。

按照常规的模态纯度要求
, ∋ 簇 �Φ ⊥

,

即认为在 ?< Ε

Δ<
Β ≅ 二 。

2

Ν _ �
2

 时 都被认作达到了纯模

态
,

显然误差很人
。

而在这样大范围内调整力
,

相位分散度在 Ν
。

以内
,

人的视觉 已 无 法 在

李萨如图上区别相位的变化
。

而用本文新指标
,

分辨力则足够高
,

充分显示了本文方法的优

越性
。

六
、

结 论

在振动试验中
,

由于某些仪器会 引起信号的相移
,

不便利用传统调力方案 针对这一问

题
,

本文建议一种行之有效的解决办法
,

首先定义了等效响应曲线和几个等效参数
,

提出了

利用分散度指标咋为判据
。

只需测取响应幅值信号
,

通过简单换算
,

即可指示调力方向并判

别模态纯度
。

本文方法不仅避免了力信号 ?大小和相位 ≅ 测量上困难
,

还消除了不必要的测量误差
,

因而提高了试验精度 如在试验中配备计算机
,

自动发 出扫描信号
,

给出模态纯 度指示
,

和

自动调力
,

则试验的精度和速度会有更大的提高
。

〔Ι ≅

〔� 〕

〔Ν 〕

〔Ο 〕
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