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循环加载下的热弹塑蠕变有限元分析
西安交通大学　　穆霞英　胡志强

【摘要】　本文考虑在循环加载条件下, 采用混合强化模型, 导出相应的热弹塑性蠕变增量本构方

程及有限元格式。研制出平面应力程序, 用牛顿迭代法求弹塑性权, 并提出精度高的屈服吸面校

正方法, 程序经考核, 可供工程设计使用。

一、前　　言

金属结构在高温环境下往往承受反复加载, 于是材料表现出不同程度的鲍氏效应。考虑

到材质变化与鲍氏效应, 我们曾对变温变载下的混合强化模型提出探讨[ 1]。本研究顾及蠕变疲

劳交互作用的寿命预测, 需要对模拟试验件 (平面应力问题) 进行循环应力应变分析。为此,

采用文献 [ 1] 的强化模型, 推导相关联的热弹塑性蠕变增量本构方程及有限元计算公式, 研

制了循环加载下的平面应力程序, 混合强化模型的热弹塑性蠕变分析程序, 简称MT EPCA。

程序结构按加载→蠕变→卸载 (含反向加载) →蠕变→再加载, 重复以上循环。程序采

用子步增量法求应力, 牛顿迭代法求弹塑性权系数以及精度较高的屈服面校正方法。对于弹

塑性平面应力问题, ��z 及 � z 不为零的问题, 进行了有效的处理。

图 1　H
- 的确定

二、混合强化模型

Hodge提出的室温下的混合强化模型基本思想是由等向

强化与随动强化两种模型的组合。文献 [ 1] 将这种思想推广

到变温过程, 并考虑到材质变化的影响。变温条件下塑性流

动过程, 混合强化模型有移动且伴随着均匀扩大 (或缩小)。

这可看作按运动强化模型作部分移动及按等向强化模型作部

分均匀扩大 (或缩小)。以 Von- M ises型材料为例, 其强化

条件一般形式为: f ( !ij- �ij ) = H
- 2 (  -p , M , T )。其中, H

-

是瞬时屈服应力, 它度量应力空间混合强化屈服面半径。!ij、
�ij、 -p , 及 T 各表示应力张量、屈服面中心的移动向量、等效

塑性应变及温度。现在的问题是如何确定 H
- ? 若以线性硬化

材料为例, 画出单向应力应变回线如图 1所示。图中Ⅰ、Ⅱ、

Ⅲ表示随动强化、等向强化和混合强化模型所对应的回线,则

存在图示关系:

H
- (  -p ,M , T ) = !so + M �!s = !so( 1 - M ) + MH (  -p , T )

式中, !s != !so ( ∀ ) , 表示当前温度的初始屈服应力, H 表示等向强化模型的瞬时屈服强度。

本文于 1990年 4月收到。



这里 M 定义为强化参数, 在变温条件下 M= M ( T ) , 其变化范围0≤M≤1。当M = 0则 H
- =

!so为随动强化模型Ⅰ; 当 M = 1时, H
- = H , 表示等强化模型Ⅱ。

在运算前 M 为已知, 可以根据不同温度下材料的多级疲劳试验作到稳定循环, 得到图 1

所示回线, 即 M = ( H- - !so ) / ( H - !so) 确定 M 并建立函数关系 M ( T )。

三、增量本构关系及有限元计算公式

本构模型采用文献 [ 2] 所述, 总应变增量为

d ij = d eij + d pij + d cij + d Tij ( 1)　

式中各分量具有上标 e、p、c、T 者各表示弹性、塑性、蠕变、热应变的增量。

加载面具体表达式采用 f ( !ij - �ij ) = ( 1/ 2) s ij s ij - ( 1/ 3) H-
2
= 0 ( 2)　

s ij = !ij - �ij - ( 1/ 3) #( !kk - �kk )
塑性流动按正交性法则 d pij = ( �f / �!ij ) d∃ ( 3)　

按照混合强化模型思想, 塑性应变增量 d pij由两部分组成, 即

d pij = d p( i)ij + d p ( k)
ij ( 4)　

式中d p( i)ij 、d p ( k)
ij 分别描述加载面按等向强化及随动强化模型相关的塑性变形部分。

而 d p ( i)
ij = Md pij　,　d p( k)ij = ( 1 - M ) d pij ( 5)　

　　若随动强化按 Prager 假设

d�ij = cd p ( k)
ij = 2〔( �H / � -p ) + ( �H / �T ) ( d T / d -p )〕( 1 - M ) d pij / 3 ( 6)　

其中 c由单向拉伸曲线 != H (  -p、T ) 确定。考虑到 d cij、d Tij等应变增量可推得增量本构方
程。

d!ij = ( D ij kl - D
p
ij kl ) ( d kl - d okl) + d !oij ( 7)　

仅当L = ( �f / �!ij ) d !ij + ( �f / �T ) dT > 0时发生塑性流动。

塑性区的本构方程 ( 7) 可写成有限元格式, 考虑到过渡区, 一般形式为:

� {!} = ( 1 - r )〔〔D- 〕ep ( � { } - � { } o ) + �{!} o〕+ r� {!} e ( 8)　

而 〔D-〕ep = 〔D〕- ( 1 - r )〔D〕p ( 9)　

这里, � {!} e、〔D- ep〕、r 各表示相应于 ( � {  } - � { } o) 的弹性应力增量、加权弹塑性矩阵
及弹塑性权系数 ( 0≤r≤1)。当 r= 1单元为弹性区, r= 0为塑性区, ( 0< r< 1) 为过渡区。

在平面应力状态下可推得有限元具体算式

〔D〕p = E
( 1 - %2

) g

( S x + %Sy ) 2
( S y + %sy) ( Sy + %S x ) ( 1 - %) ( Sx + %Sy ) sxy

( S y + %sy) ( Sy + %S x ) ( S y + %Sx ) 2 ( 1 - %) ( Sy + %S x ) Sxy

( 1 - %) ( S x + %S y) sxy ( 1 - %) ( Sy + %Sx ) Sx y ( 1 - %) 2
s
2
xy

( 10)　

g = 〔S 2
x + S

2
y + 2( 1 - %) S2

xy + 2%SxSy〕+ 〔( 4H ′/ 3) ( 1 - M) ( S2
x + S

2
y + S xS y + S

2
x y )

+ ( 4/ 3 3 ) H- ( �H- / � -p ) ( S 2
x + S

2
y + SxSy + S

2
xy ) 1/ 2〕( 1 - %2 ) / E ( 11)　

� {!} o = ( 1/ g)〔( 2H- / 3) ( �H- / �T ) dT + ( 1 - M ) ( 2/ 3 ) ( S2
x + S

2
y + S xS Y + S

2
x y) 1/ 2

�( �H / �T ) d T〕{Sx + %S y , %Sx + Sy , ( 1 - %) S xy } T ( 12)　

� { }
～

=

�- ( 1/ E
2
) ( d E/ dT ) !x + 〔(%/ E 2

) ( dE/ dT ) - ( 1/ E) ( d%/ dT )〕!y

�+ 〔(%/ E 2) ( d E/ dT ) - ( 1/ E) ( d%/ dT )〕!x ( 1/ E2 ) ( dE / dT ) !y

{ - 〔( 1 + %) / E 2
〕( d E/ dT ) + ( 1/ E) ( d%/ dT ) } 2&xy

( 13)　
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� {  }
～

o = � { }
～

+ � { } c ( 14)　

在塑性区除了满足本构方程 ( 8) , 还要满足平衡关系

〔k-〕ep �{#} = �{ p } + �R {� { } o} + �R{ �{ !} o}　,　〔k-〕ep =∫v
〔B〕T〔D-〕ep〔B〕dv

( 15)　

� {R( � { } o) } =∫v
〔B〕T〔D-〕ep� { } od v　, 　� {R( �{ !} o) } =∫v

〔B〕T� {!} odv ( 16)　

四、计算方法的新改进

1. 弹塑性权系数计算　过渡区权系数 r 的算法, 一般以前一增量步的 r 值计算本步, 但

增量要求很小。这里改进为采用本步内牛顿迭代法, 精度高、工作量小。其基本思想方法是,

设在增量步的初与末, 应力点 A 及 B 处于弹性状态与塑性状态, 则必存在不等式 f ( {!} A) =

f A < 0, f ( {!} A + �{!} e) = f B > 0。设其间 c点刚好进入屈服, 则

f ( {!} c) = f ( {!} A ) + r� {!} e = f c = 0 ( 17)　

若利用 f A , f B 值进行线性插值可得到 r1 , 但不一定满足 ( 17) 式, 需再对 r1作进一步修正

即 f ( {!} A + ( r1 + � r1 ) � {!} e) = 0 ( 18)　

用泰勒级数展开只保留一次项, 得
�r 1 = - f c/〔{�f / �{ !} } ∀� {!} e〕 ( 19)　

于是可得精确求解弹塑性权系数 r 的迭代公式:

f i = f ( {!} A + r i� {!} e)　,　r i+ 1 = r i - f i /〔{ �f / �{!} } T� {!} e〕 ( 20)　

　　这里以 r1 = - f A / ( f B - f A ) 为初值进行迭代, 直到所需精度为止。
2. 子步内屈服面校正　为减少本构方程因线性化处理引起的误差, 在计算 � { !} 时采用

子步增量法。按此法计算往往在增量步末, 现时应力不一定满足硬化规律。需要进行屈服面

校正, 修正应力使应力点落在屈服面上。但现有方法往往因为应力的修正, 又引起流动法则
的不满足。为此本文设想在增量步内应变增量保持不变, 对应力、屈服面半径同时进行修正,

使每一子步末, 流动法则、硬化条件同时得到满足的方法来修正应力。假设子增量步内应变
增量
的值不变,即 #{ } = #{ } e + #{  } p = 0 ( 21)　

每一子步末, 若应力点 B 不满足硬化条件, 即 f B= F ( { !} + � {!} i- {�} - � { �} i) -

( 1/ 3) H
- 2

i≠0, 式中上标 i表示第 i 个子步。对 f B 作用微增量 # {!} , # {�} , #H- , 让 f = 0,

即 f c = F ( {!} + � {!} i + #{!} - {�} - � {�} i) - #{ �} ( 1/ 3) - ( H- i + #H- )
2
= 0

展开上式取一次项, 以 ( 3)、( 6) 及 ( 21) 式代入, 可得

d∃= f B /〔{�f / �!} T〔D〕{�f / �!} + ( 2/ 3) ( 1 - M) ( �H / � -p ) {�f / �!} T {�f / �!}
+ ( 2/ 3) H- i ( �H- / � -p ) ( ( 2/ 3) {�f / �!} ) T {�f / �!} ) 1/ 2〕 ( 22)　

在计算中考虑到增量步内材质变化是固定的, 进行屈服面校正时 dT = 0, 应力修正时屈服面
半径的变化仅由塑性应变的改变所引起。于是, 可由下面式子求得修正的微量

#{!} = - 〔D〕#{  } p　,　#{ } p = d∃{�f / �!}　, 　#{�} = C( 1 - M ) #{ } p

#H- = MH
′# -p = MH

′
d∃〔( 2/ 3) {�f / �!}〕1/ 2 ( 23)　

将上述微量迭加到对应的量上, 即可求得修正后的应力等值。

3. ��z 及 � z 的处理　��z≠0, � z≠0, 需要处理。有别于其它文献, 在运算中没有引入

假设条件。计算流程为: ( 1) 按 ( 6) 式计算 ��z = C ( 1- M ) � p ( i- 1 )
z ( 2) 令三维本构方程中

�!z= 0, 可得
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� z = ( D 13 - X 1 ) � x + ( D 23 - X 2) � y - X 3 ��∋xy / ( D 33 - X 4) ( 24)　

D 13 = D 23 = E%/ ( 1 + %) ( 1 - 2%)　, 　D 33 = E ( 1 - %) / ( 1 + %) ( 1 - 2%)
X 1 = 36GSx ( Sx + Sy ) / g　,　X 2 = 36GSy ( Sx + Sy ) / g

X 3 = 36G ( Sx + S y ) Sxy / g　,　X 4 = 36G ( Sx + Sy )
2
/ g

　　　( 3) � p iz = � z + %( �!x + �!y ) / E ( 25)　

　　 ( 4) 若�� piz - � p( i- 1)
z � < 允许误差即退出流程, 否则返回步骤 ( 1)。

流程开始设 ��z= 0, 由 ( 24)、( 25) 式求得 � pi作为下一流程的 � p (i- 1)
z , 重复步骤 ( 1)

～ ( 4) 到 允许误差为止。

五、算例、模拟试验件数值分析

本程序曾对弹性—蠕变、弹塑性—蠕变, 变温变载下弹塑性等问题进行考核。

图 2　网格划分 图 3　梁上积分点 A 的应力—时间曲线　　　

图 4　弹塑性杆的加载条件

例一、一悬臂梁作用弯矩 M , 其载荷与材料数据及

几何尺寸见文献 [ 3] , 分析蠕变过程应力变化规律。

有限元网格划分如图 2, 计算的梁上 A 点 ( 30. 77,

4. 54cm )的应力随时间变化曲线如图 3。约400小时到达

稳态, 计算值 39. 057M Pa, 理论值 39. 31MPa。

例二、一变温变载下的弹塑性杆, 材料性质及加载

情况如表 1及图 4所示。分析不同强化模型的计算结果。所得计算值如表 2所示, 可见计算

结果与理论值吻合。

表 1　杆的材料性质

温度 E ( MPa) !s ( MPa) H′ ( MPa) � (℃) - 1 % M

100℃ 120000 120 40000 . 9×10- 5 . 499 . 6

200℃ 87500 70 20000 . 1×10- 4 . 499 . 5

表 2　 ×102的理论值与计算值

时间
等向强化 随动强化 混合强化

理论值 计算值 理论值 计算值 理论值 计算值

t 3 . 245 . 245005 . 245 . 245003 . 245 . 245004

t 4 - . 36 - . 360696 - . 81 - . 810427 - . 556 - . 555598

t 5 - . 154 - . 154982 - . 404 - . 404728 - . 35 - . 349883
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　　模拟试验件的数值分析模拟试件材料为GH169, 采取单边缺口形式, 如

图 5所示。在 650℃环境下进行疲劳试验, 载荷峰值 19. 62KN, 已知循环应

力应变曲线及蠕变规律, 现分析试件危险点 A 的应力应变回线。

计算方案是, 按多级疲劳试验的稳态回线得到循环应力应变确定 M , 并

用稳态蠕变规律求解。按三种波形 ( R= - 1情况) 计算: ( 1) 无保持时间的

三角波。( 2) 拉保持时间 1分钟。( 3) 拉保持 3分钟。点 A 的应力应变回线

特点是, 对方案 ( 1) 循环三周后回线稳定, 对于方案 ( 2) 与 ( 3) 则随着循

环次数的增多, 得到向右移动的回线如图 6所示。保持时间长则回线移动速

度快, 应变幅值大, 但随着循环次数的增加移动速度降低、应变幅值与应力

幅值均有所减小, 并且回线形状逐渐趋向稳定。

图 6　A 点应力应变曲线 ( a. 保持 1分钟; b. 保持 3分钟)

六、结　　论

1. 程序经考核, 计算值与理论值能很好吻合, 说明程序可靠、精度高。

2. 程序能对循环加载构件进行应力应变分析, 并且计算结果能区分非弹性应变增量各分

量, 便于考虑蠕变疲劳交互作用的寿命预测使用。

3. 本构关系采用 Prager 线性假设 d�ij = cd pij , 一般对 Massing 材料是可行的, 对非

Massing 材料, 以采用非线性关系为宜, 函数的形式需进一步研究。

4. 强化参数 M , 一般情况不仅与温度有关还和  p 有关, 若根据多级疲劳试验的稳态回线

及构件的应力水平范围选取适当的 M 值, 能较好地反映实际情况。
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a standard deviat ion of negativ e three t imes ( - 3!) w ith the confidence level o f 95% and

survivability o f 99. 87%.

3. F inite element methods, especially 3D nonlinear FEM and dynam ical FEM for

st ructure analysis have been developed substant ially and ex tensively , and test ified

exper imentally. All o f these methods open up br oad pro spects for FEM appl icat ion.

4. Besides LCF predict ion, a prog ress has been made in life predict ion under the f rett ing-

cr eep, and creep-fat igue interact ions.

5. Achievements in measur ing and test ing techniques have been also gained so that the

effect iv e means and condit ions have been provided fo r experimental resear ch projects.

The AESIRP is st ill go ing on. It s further achiev ements w ill been compiled in another

special issue.

AESIRP SPECIAL ISSUE

MEASUREMENT OF ELASTOPLASTIC STRESSES OF

ROTATING DISK IN HOT STATE
Liu Xiangsheng

( Shengyang Aeroengine Research Institute)

ABSTRACT 　 　 　 　 T he philosophy、 the measurement scheme、 the essential

technological data t reatment and the error analysis in the measurement of elastoplast ic

st rains and str esses at median and high temperatures are considered in this paper. T he

method fo r identif icat ion of plastic state of the disk, as w ell as the approach to obtaining the

secant module and tr ansver se defo rmat ion coeff icient are presented. The accuracy of the

measurements is quite suff icient . T he useful measuring and test ing technique as w el l as

reference data are pro vided for the eng ineering ut ilizat ion and theoretical analysis.

ANALYSIS OF THERMOELASTOPLASTIC CREEP

FINITE ELEMENT UNDER CYCLIC LOADING
Mu Xiaying and Hu Zhiqiang

( Xian Jiaotong University )

ABSTRACT　　　　The incremental const itut ive equat ions of thermoelastoplastic creep

analy sis has been derived under the condit ions o f variable temperatures and lo ading s. T he

finite element basic formulation of the plane st ress state has been deduced and the prog ram

MTEPCA of it s thermoelastoplastic creep analysis under cyclic loading has been w orked out .

Tw o sophist icated pr oblems in the prog ramm ing have been tackled. One is how to improve

computat ional accuracy under the inf luence o f various thermoelastoplast ic creep factor s. For

this purpo se the subincremental method and the New ton iteration are applied to calculation

of the st ress and the elastoplast ic w eight coeff icient respect iv ely , besides a high-accurate
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method is proposed for yield surface correct ion. T he other is how to deal w ith ��z and � z o f

plane str ess problem becauase they ar e no t equal to zero . T he solut ion of this problem is

also pr ovided in the prog ram. Several numerical ex amples are given to check the reliability o f

the MT EPCA prog ram. The str ess-str ain hysteresis lo ops of the po int A ( danger point ) on

the analogue sample under cyclic loading are analysed for the str uctural integrity resear ch.

VARIABLE AMPLITUDE LCF LIFE PREDICTION METHODS
Wang L�sheng, Ru Meixiu, Cao Fenglan, Gong Mengxian

( Gas Turbine Establishment )

ABSTRACT　　　　T his paper describes our variable amplitude LCF life prediction

sy stem based on the st rain fatigue theory . T he local str ess-str ain method modif ied by us is

mor e accurate than the convent ional local st ress-st rain method, T his method is provided for

disk life design. T he presented system is also capable of accurate pr edict ion of the variable

amplitude LCF life acco rding to the stat ist ic data o f smoo th r ound bar specimen LCF lives to

failure, so it is quite a convenient and simple experimental est imat ion method. Final ly, the

new method used in the presented system fo r detemining the reliability life o f rotat ing disks

is bet ter than the method in EGD-3 stress standard.

STRESS INTENSITY FACTORS AND THE PROPAGATION OF

SURFACE CRACK IN TURBINE DISK
Zheng Guanghua and Xia Deyi

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　 A displacement method is provided to determine the str ess

intensity factors of nodes on crack sur face in cr acked body . The K I at the points along crack

fr ont of surface crack ar e obtained from the curve o f K I versus r by the ex t rapolat ion. T he

K I of semi-circular and semi-ellipt ical surface crack in the finite-thickness plates subjected to

tensile load ar e calculated by the three-dimensional f inite-element method. T he photoelast ic

exper iments with st ress f rozen method ar e made to exam ine the accuracy of the calculated

results by the present method. Based on the expression propo sed by Elber and Newman for

the crack gr ow th rate, the cr ack grow th pat ter n and the life prediction of semi-ellipt ical crack

in a turbine disk of a jet engine are invest ig ated. It is show n that the method presented in this

paper is simple and convenient to analyse sur face crack problems o f engineering components.

A LARGE ANALYTICAL DEFORMATION METHOD

FOR PREDICTION OF DISK BURST SPEED
Hong Qilin and Wang Ping

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　A new method has been elaborated to predict the burst speed o f

aer oeng ine disks. The disks should overspeed o r even break due to malfunction o f cont rol

sy stem, shaf t decoupling or afterburning failure. In or der to avoid catast rophic failure o f an

eng ine, it is required to allow a margin of the disk burst speed. When the max imum r otor

speed appr oaches to the disk burst speed, the plast ic st rain at tains to large value in st rain-
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