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有向单位系下的方程无量纲化法

北京航 空航 夭 大学 邱绪光

摘 要

本文所研讨以有向单 位系使方程无量纲化的方法
。

将籍助若干实例使探讨深入化和具体化
2

方

法本身具有普遍性
,

但非任何场合都能 比不考 究方向的单位系取得更好的效果
。

一
、

导 言

日本甲滕好郎教授在六十年代曾提出过方向性量纲分析法
一
’」,

该方法在某些分析求解中

有一定的实用价值
。

它结束了相似解中凭经验
“

任命
”

新自变量或以粗糙的量级法获得新 自变

量的历史
,

而是以较严格的科学方法以获得新自变量以使方程常微化
。

但更重要的是
,

在量纲

分析法中打破 了长度量纲只能用一个统一的长度量纲 56〕的传统观点
。

作为公用单位制
2

要

求简洁性
,

当然可以设想沿运动方向测量各种向量物理量
,

即沿向量方向测量向量
2

因此只

需单一的一个长度量纲
7 但当具体求解方程时一般必须把所有向量变成座标系中的各分量

,

一个统一的力学方程也变为各座标分向的力学方程
,

一个具有任意方向的长度量纲 〔动 也相

应被分解为三个相互垂直而无互度关 系的 6
8 、

乙,

和 众是理所当然的
。

须知作为一个数理逻辑

体 系的相似理论和一个公用单位制的规定 不可等同
。

二
、

方向性量纲分析法

对不可压
、

层流平板附面层的布劳修斯课题
,

使用日本甲滕好郎的方向性量纲分析法
。

例

如对于其
8 向分速

。 ,

据题意可列出如下方程
8

‘ 9 + :赵二
, 8 ,

夕
,
产

,
户; :� ;

式中 、为远前方均匀来流流速
,
料 为动力粘性 系数

, < 为密度
。

仿其法可写出

犷
, · 赵急

·

=’
8 ·

犷二 矿
。 ·

/’
2

:> ;

选基本量纲 乙
8 、

6 , 、 8 、

? ≅ 6
8 ,

以该 �个独立量纲可配出上列 Α个物理量的全部量纲
,

据
8

定理已知将可产生两个无量纲量团
。

若使用传统的
、

只适于规定公用单位制的量纲制而只使用

6
、 8 、

? ∀个基本量纲
,

则将产生 叮、
、

夕≅ 8 、

、=/ ≅ 产等 ∀个无量纲量团
。

把式 :> ; 写成
8

:人 ≅
了
;

’ ∗ ·

:几 ≅
8
;

2 > ·

粼
8 ·

材
7 ·

〔:? ≅ 肠 ;: ∗八 ;:62 ≅ 6
2

;、Β
·

? ≅ 从6, 入;
’2

:∀ ;

为使方程无量纲化
,

必须使上式中所含基本量纲的幕总和 为零
8

对于 6
8 2

6 2 ,

刀 ≅众
, 8 ,

得 对于 乙
二 8 。】

Χ
。 8

Χ 。∀
一

8 。
一 。 Α

二 Δ 对于 乙, 8 。。Χ 。Ε
一 。。9 Δ

对于 材 ≅ 乙
8 8 8 Φ

Χ 、。9 % 对于
丁 8

一
(

一
” >
一

”Φ
9 Δ
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解 以上不完整代数方程
,

可得
8 毗 二

一

砾
,

叭 Γ >、
, ”“

一琳
, “ >

一叶脚
、

按 二 定理
,

依据上述结果
,

配出两个无量纲量团
8

:叮
“一 ;’∗

,

:从
一

理
>

≅ 邵;
’“

首先
,

凭经验令
。 8

Γ ∗
, ( 。

一 ∗≅> 7 其次
,

:> ; 式和 :∀ ; 式只是取得无量纲量团的一种方

法
,

这种结果可使我们把 : ∗; 式写成
8

。 ≅ 、、 二 +勺 ≅ 、≅ 7二 ≅
。

Η 。

≅ ; :式中 。 Γ 群如; 又Ι ;

此外
,

对物性参数
户 :它本应和方 向无关

,

至少传统概念 如此 ;
,

它的量纲为什么可写成

〔:? ≅ 认 ; :� ≅
,
; :6 2≅ 几 ;〕它来 自

8 ∋’
8

一 群而 ≅ 为 :这时 刁∗,≅ 击、 Δ; 或 户一碌 ≅ :而 ≅

)夕;
,

、作用于 、 7
平面上

,

它应有 〔刀 比
8

≅ 产 ; ≅ 几及〕的量纲
,

上面的力写成 刀几 ≅ 尸 是因为该力

只能使流体微团获得
=

向的加速度
。

该表面力作用于 6= 乙
8

面 :即 众
·

索 面 ; 上
。

由以上分析可见
,

使 用方向性量纲分析法颇有难处
,

可算该法的缺点
。

但如不采用它而

仅使用传统旧观念
,

则 只能把 :�; 式写成
8

“
≅
。

Η 。

一 + :。 那
’拜

2

夕≅
8 ; 肠 ;

从而导致方程不可能常微化的结论
,

从而无法分析求解
。

三
、

向量单位系下的方程无量纲化法

该法所循原则为
8

测量单位必须与所测的量应具有相同的方向
。

现仍先以不可压流平壁

附面层课题为例
。

本课题所应服从的微分方程组为
8

连续方程

动量方程

今以 。二 。 ≅
。。 · 。。

三云
· 。。 ,

·

犷
。

以及 ϑ二 :讨玩 ;
·

几三 矛
·

型
8

而 ≅ 沂十沉
『

≅ 丙Γ Κ

叼
。
≅ 肚Χ 厂而 ≅ 为二

。
乎

。 ≅丙
>

:Α ;

之
’

三之≅ 之
。 ·

Λ
Μ

三以
『。 2

=

二 :=
≅

= 。

;
·

=
。

三
=

·
∋

。 ,

夕二 :夕≅ 夕
。

;
·

夕
。

三夕

。。

诸恒等变量式一一 代入 : Α ; 式并把它恒等地变 为如下的相对

撇 ≅ 击 Χ 份声扩矶夕
。

;: 沁 ≅ 匆 ; 二 Κ 、
一

Η

Η Η Η Η Η Η Η Η

》 :了〕
越面 ≅ 击 十 住

‘

声
。

≅ &刃
。

;乙
’

:加闷夕; 一 :Ν肾
。

≅ 材
。

3二;& :子 。
≅ 即

名

;;

可以把
。2 、 二 2 、

&
。 、

7
。

及 、 理解成某种测量单位
,

但对单位系的大小替时不做规定
。

但任

何数理方程都默认其单位系为服从高斯单位选择规则的科学单位系
。

依据高斯规则
,

应有
8

Μ声。

≅
。。夕

。

二 � 及 、∗%=
。

≅ 。
。
夕子9 � :! ;

这意味着
,

依据高斯单位选择的单位系在单位选择上既有很大的自由度
,

又存在一定的

约束
,

:!; 式即这种约束的具体表现
。

而依据相似第三定理
,

应尽可能选择表微现象外部条或外部信息量
,

即单值条件量
,

来

构成符合高斯规则的单位制
。

如今共需 Φ 个测量单位 :。
。 、

&
。 、

, 7
、

8 。

及 3
。

;
,

减去两个约束
2

意

味着可 自由地选三个
,

但这三个测量单位本身应是独立的一无互度关系的
。

由题意可知
、

除
。。 可用 。。取代

、

仇 可用
‘

取代以外
,

课题本身在
工

向
、

夕 向均无特征尺度
2

更不存在 乙
’

的特征

量
,

在假设平壁向下游为无限长之后
,

只能以 自变量
8

作 为
8

向一切长度的测量单位
。

在选定
8 三‘

、 。二二。。 及
。

二 Ν,% 之后
,

由约束条件 :! ; 可得

此一 丫草%≅
。

一 丫二 ≅
。。 及 吮 一 了。

、 ≅
8

: ;

于是 :# ; 式成 为
8
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加 ≅ 厉 Χ 护
‘

≅海
‘

一

云加 ≅ 击 Χ 户而 ≅ 而
‘

Δ

一 乙护云≅刁乡
奋>

三 护刃刁乡
‘>

: � Δ ;

:∗∗;

: �Δ ; 式就因变量对 自变量的函数关系写出
8

吁
“
≅
“

一‘
∗‘
≅
‘

·

“≅ 丫
’

,=≅
“

, 】

一‘、“≅了
‘∗= ≅

一
‘、 :”’

;
引三 + 八

,

艺一 石≅ 召 ∗,&
。

≅= 一儿 :帕 ;

由 : ; 式所表达的 叭及 此 称准则性测量单位或受约束的高斯单位
,

而 沙 及 犷称准则性

无量纲量
。

川 式表 明
,

在取用 。一好 ϑ 年歹不兀作为自变量后
,

方程 :Α ; 式可以常微化
。

当然
2

在真

正的分析求解中是先把
。

二即 ≅ 丙 及 之
‘

一 一 即切
8

代入使两个因变量
。

及
,

,

先变为一个因变量 不

以
、

而先使两个方程变为一 个方程
2

如此可取 得 , 之Γ
、

∃户

丁不
2

但仍 然有 。三妇
、≅氛万沂

。

更复杂一点的课题是竖壁 自件对流
,

以等壁温 :儿 一 。

%( 对 ; 的热边 界条件作例
。

当使用了

%三 Ο 一 广 以取代 Ο
、

以 刁、
∃

≅ 丙 取子赶之 及 一即门
8

取代 之 之后
2

其所适 用之微分方程组 为
8

‘”刃即 ;‘

却
击心’一 刁刃沂 一 ‘

西
’

≅ ”“
’
十 蒯 Π

:”刃“ ’:‘ ≅ 击 ’一 :”州击’‘朋 ≅ 为’一
“
‘子“≅ 丫’

Θ
Ρ曰认 一 笠

、
∃

; 三 Ρ
·

Δ
。

Σ 一 从泌 ≅ 为 ;
, 一 。 ∃

仿照上例当以 军
·。 、 =

。 、

夕
。 、

Δ
。 、 之,。 、 口

。 、

只
。 、

≅∗&
、

Τ
。

作 为测量单位来分别度量其相应的变量 犷
、

夕
、

Δ
、 ∋ 、 ) 、

Π2
、

刀
、

Τ 并以这些变量构成恒等变量式 犷三护加
。 ·

叭三奋
·

驴
。 、

二

三
二
≅=

。 · ,

三牙
·

=% ⋯ ⋯代入 :� > ; 式之后
,

可得如下之相对型方程组
8

:刁动≅ 海;: 沪初沂
·

海; 一 :刁矶≅沂 ; :孑私≅ 海
> ; 一 : 8 ,

产
。

污才
。

;政护妥≅ 海
∀ ; Χ

:刁私≅ 海; :加 ≅沂 ; 一 :刁补≅ 沂 ; :加 ≅ 刁夕; 9 :。
。8 。

≅ 夕
。

军
,。

;舀:护口≅ 刁乡
> ;

功
。

9 一 :人 ≅力
。

夕
。

;氛:功 ≅ 而;‘
一 。

:刀
·
夕
·

口产
·

“子≅ “
’

子;斤夕口∗

Υ

和前面的附面层课题一样
,

束条件
,

今从单值 条件量中选取

四 项独立 的约束条件中定出 甲、
、

是
工

、

夕双向的半无限课题
。

共需十个测量单位
,

Τ
、

。
、

%
。

一 Ο
‘

一 Ο
、

只
、

方以取代
工

。 、

Τ
。 、

:� ∀ ;

存在四 项约
。 、

入
, 、

八
,

而
)

。

及 Ρ
Μ

可得
8

武一 少
,
≅ 刀刃

。 ’“ ,

Σ、
Λ。

刀∃

由 以
。

≅ 夕
。

护
。

9 刀
。

夕
。

Δ声
。
夕子≅ 甲

,

子9 ∗

9
‘, ,

由 叮
。

≅ ,
。

护
。

9 Ν 可得
8 ,

,

巴9
,
,

。

≅ 7
。

9 : ,“
声刃声

,

由 以
。

≅ 刀
。

军
,。

9 ) 声刃
。

今
·。

9 一 可得
8 & 8

况一刀夕
。

一 Π22 声夕洲沪
工 ’≅ ‘ ,

当采用

准则性测量单位后
,

在数学形式上 : Π∀; 式将全同于原出发方程 : �>; 式

自变量的函数后可得
8

砂一 讨袱 Γ 洲 :沪沟。、
,

;
’≅ ‘

一 +
,

刃 :少8
≅ ,脚

。 ;
’≅ ‘ ,

< 8 ;

ΛΝ2 一 Ρ ≅∗∗ 托Ρ ≅ 久
2

内几≅ 沪=∗ “〕一 +
∀
:冲

,

< 7
; Π

Δ 一 :Ο Γ ≅ Ο ,

一 Ο 、 ; 一 +
ς

幼
,

/ 8
; Θ

式中 口三 歹≅ :
ϑ Ω 8

≅ Τ 刀Δ
, ;

’‘’; ∃

,

把未知函数写成

: ��

用来剖析该法的基本概和方法要领有此二例足矣
,

尽管可举出许多分析实例
。

应当指出
,

该法本身具有普适性
,

处处可用
,

但视课题性质不同
,

用该法所得好处不同
。

在各分向特征尺度都存在的情况下
,

有向单位系分析法和无向单位系分析法所得结果一样
。

但

是
,

在任何情况下
,

正确运用该法不会带来错误
。
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四
、

理 论 问 题

凡数理方程
,

皆以默认其方程中所含物理量的单位选择符合高斯单位选择规则
2

正 因为

这样
,

数理方程中的各项具有量纲上的一致性或所谓齐次性
,

而且
,

由干符合高斯单位选择

规则的科学单位制有无穷多个
,

因此
,

一方面可以不具体指明数理方程所用单位系
,

另一方

面
,

可以索性以量纲取代单位
,

即只取单位的代数意 义
2

而不论其大小 :弃去它们的算术意

义
。

; 关键在于
,

公用单位制的制定法和相似理论中对单位制的处理法
,

只在服从高斯法则上

有一致性
,

在别的方面则不能混为一谈
。

公用单位制要求简洁性
、

永恒不变性和普遍性
,

这

种单位制的制订
,

一方面不和方程求解相联系
2

一方面以 自然界一切科学定律普遍发生作用

及各类现象都可能发生为基础
。

但相似理论以分析特定的具体现象为目标
2

相似理论在单位

系的选择和制定是和该类特定具体现象的分析求解或实验求解相联系的
8

例如
,

由于公用单

位制既然不和具体求解方程相联系
2

因此完全可以设想顺向量方 向度量向量
2

力学方程也可

以 用和座标系无关的向量方程
2

从而根本不存在 乙分解为 6
8 、

乙
,

及 6
8

的必要性
。

但是
,

对于

和具体现象的分析求解或实验求解密切相关的相似理论来说
,

既然使用座标系是不可避免的
,

则把 ς 分解为 乙
8 、

6
, 、

6
8

也是 自然合理的
,

因为这时一切向量都 已分解为各座标分向的分量
2

连同力学方程本身都被写成各个分向的
。

再如
,

公用单位制只能以各类能量均 可能转 化的普遍的能量转化守恒律 为基础
2

但是相

似理论则应以被研究现象实际存在的能量转化守恒律为基础
。

对于公用单位制的制订
,

完全

可以用机械能度量热能
、

电能及别种能量
,

只要这种转化是可能的
。

但在相似理论中
2

在具

体处理固体热传导课题
、

及可以忽略胀缩功和耗散能的流体力学或对流换热等课题时
2

由于

未产生机械能和热能之间的转 化
2

因此
,

不产生机械能度量热能或热量的实际可能性
2

因为

无转化即无可度量
2

这时热量量纲 二饭 或某个含热能的单位 :例如导热 系数入或比热 口
,

; 便

具备了作为独立量纲或或独立单位的资格
。

公用单位制以客观规律存在的可能性 为基础
,

而

相似理论则以被研究的具体现象中是否存在该实验转 化现象的实际存在性为基础
。

不了解公用单位制和相似理论中所使用单位制的 巨大区别
,

就不可能了解相似理论本身

混乱产生于许多少
、

总把公用单位制的制定法和相似理论中单位制的处理法混为一谈
。
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