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连续空间离散时间—Riccati传递矩阵积分法

西安工业学院　　顾致平　　西北工业大学　　陈松淇

【摘要】　本文提出了分析非线性转子- 支承系统瞬态响应的一种传递矩阵积分法, 它借助

N ewmar k 差分公式, 建立传递关系, 使用的传递向量是 { f e�} T , 而不是以往的 { f e} T ; 它用

Riccati法计算的是各站位的加速度, 而不是以往的位移, 提高了方法的数值稳定法。本法具有

Riccati法的优点, 尤其适合于计算含有非线性元件的复杂转子系统的瞬态响应。

一、前　　言

在研究转子系统的动力特性时, 常使用传递矩阵法求解复杂系统的临界转速、振型、不

平衡响应和分析系统的稳定性。文献 [ 1～3] 给出了分析线性转子系统瞬态响应的一类近似

方法, 即用有限差分法离散时间导数, 把关于轴的偏微分运动方程转化为常微分方程。在每

一个时间增量下, 该常微分方程可直接积分。这类近似方法是对空间坐标积分, 而不是对时

间坐标的积分, 根据转子系统的边界条件求得这些空间坐标积分。

本文将文献 [ 3] 的方法扩展用于分析非线性转子- 支承系统的瞬态响应, 提出了 “连续

空间离散时间- Riccat i传递矩阵积分法”。实例计算了柔性转子- 非同心型挤压油膜阻尼器

系统的瞬态和稳态响应, 并将结果与 Runge-Kutta 法的结果作比较。

二、传递矩阵瞬态分析法
[ 3]

一般地, 转子的偏微分运动方程可表示为:

DW ( x , t) = �
2

j = 1

A j ( x )
�iW ( x , t)
�ti - F ( x , t ) ( 1)　

式中, W ( x , t ) 是截面 N 维状态列向量; A j ( x ) 是与空间坐标有关的N×N 矩阵; F ( x ,

t) 是 N 维力列向量; D ( x ) 是对空间坐标矩阵的线性微分算子。按照文献 [ 3] , 使用稳定

性较好的 New mark 差分公式近似地表达方程 ( 1) 中的阻尼项和惯性项, 把时间导数离散化。

Newm ark的积分格式为:

W
�
n+ 1 = (W n+ 1/ �� t2 ) - Pn　;　W

�
n+ 1 = ( / ��t )W n+ 1 + Qn ( 2)　

P n = (W n / ��t 2
) + (W�n / ��t ) + ( 0. 5�- 1

- 1)W�n
!n = - ( / �� t)W n + 〔1 - ( / �)〕W�n + �t〔1 - ( / 2�)〕W�n

( 3)　

把( 2) 代入( 1) 得: DW n+ 1 ( x , t ) - K W n+ 1 = Rn ( 4)　

式中: K = ( / ��t ) A 1 + ( 1/ �� t2 ) A 2　,　Rn = QnA 1 - P nA 2 - Fn+ 1 ( x , t )

方程 ( 4) 只含有对空间坐标的导数项。这就使转子系统的动力响应分析, 在每个时间步长
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下, 可象静力学问题那样来处理。这里K 可以看作是弹性系数, Rn可以看作是广义的外激扰

力。

积分方程 ( 4) 可得两站位间状态变量的传递关系。再用 Riccat i传递矩阵法
[ 4]

, 根据边界

条件求得各个站位处的状态变量。

三、连续空间离散时间- Riccati传递矩阵积分法

对线性转子系统, 方程 ( 4) 右端的广义激扰力 Rn 是与状态变量无关的已知函数, 积分

方程 ( 4) 可得两站位间状态向量的关系。但是, 对非线性转子系统中的非线性部件, 方程

( 4) 右端的广义激扰力R n 是状态变量的非线性函数, 方程 ( 4) 不可能积分成解析的形式。因

而, 得不到两站位间状态向量的解析关系, 状态向量的传递将在这里中断, 不能再用 R iccat i

法, 根据边界条件求出各个站位处的状态变量, 这就是问题所在。

因此, 对非线性站位, 其速度和加速度不用 N ewmar k 差分公式离散化, 并把位移、速度

和非线性项当作待定已知量, 加速度作为传递变量, 可得该站位两端截面状态向量 { f e�} T
的

传递关系。从而得到整个非线性转子系统各截面状态向量 { f e�} T
的传递关系。采用传递向量

{ f e�} T
是为了提高本法的数值稳定性。

按 Riccati 法的要求
[ 5]

, 把每一截面的状态向量分块为W= { f e}
T
。据 ( 4) 式可得:

f

e

j+ 1

=
u11 u12

u21 u22 j

f

e

j

+
F f

F e

( 5)　

式中 j和 j+ 1分别表示模型 j和 j+ 1截面。因为通常材料的弹性模量E 很大而 � t很小, 使得

传递矩阵u12 , u21与 u11 , u22处于不同的数量级, 而成病态。为了改进传递矩阵的数值特性, 将

( 2) 式变形为:

W n+ 1 = ��t 2
W
�
n+ 1 + �� t2P n　,　W�n+ 1 =  �tW�n+ 1 +  � tP n + Qn ( 6)　

用 ( 6) 式, 可将 ( 5) 式变为:
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( 7)　

式中传递矩阵元素是 E�t
2
的函数, 从而各元素处于同一数量级, 改进了传递矩阵的数值的特

性。

在同一状态向量W
*

= { f e�} T
内, 即在 f与 e�之间建立变换

{ f } j = 〔S * 〕j { e�} j + {P * } j ( 8)　

由 ( 7)、( 8) 可得:

{ f } j + 1 = 〔S * 〕j + 1{ e�} j+ 1 + {P * } j+ 1 ( 9)　

{ e�} j = 〔T
*
〕j { e�} j+ 1

+ {Q
*

} j ( 10)　

〔S * 〕j+ 1 = 〔U *
11S

* + U
*
12〕j〔U *

21S
* + U

*
22〕- 1

j

{P * } j+ 1 = {U *
11P

* + F
*
f } j - 〔S * 〕j + 1{U *

21P
* + F

*
e } j

( 11)　

〔T * 〕j = 〔U *
21S

* + U
*
22〕- 1

j 　,　{Q* } j = - 〔T * 〕j {U *
21P

* + F
*
e } j ( 12)　

利用 ( 9) ～ ( 12) 式并根据边界条件就可进行计算。

计算非线性是位移和速度的复杂函数的转子系统的瞬态响应时, 首先根据初位移、速度

和加速度, 用T ay lor 级数预估含有非线性元件站位的下一时刻的位移和速度, 并求出非线性

量。其次利用 Riccati法, 求出该站位的加速度, 再用N ewmark 差分公式求得位移和速度。最

后比较该站位的位移和速度与原预估值, 重复同样的过程直到收敛。
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四、计算分析结果

考虑一个柔性转子- 非同心型挤压油膜阻尼器系统如图 1所示。其无量纲参数为: 轴承

参数 B= 0. 20, 重力参数W = 0. 10, 质量比∀= 0. 40, 阻尼参数 #= 0. 05。推导得适应于R iccat i

图 1　挤压油膜阻尼器

法的挤压油膜轴承和盘子处的点传递矩阵为:

{F
*
f }

T
= {F1 , F2 , F3 , F4}　, 　{F

*
e }

T
= { 0}　,

〔U
*
11〕= 〔U

*
22〕= 〔E〕　,　〔U

*
21〕= 〔0〕　,

〔u*
12〕=

I T 0 I P∃ � t 0

0 - (m + CD � t) 0 0

- I P∃ �t 0 I T 0

0 0 0 - (m + CD � t)
式中U 为不平衡系数。

对挤压油膜轴承, 上式中取 F1 = F3 = I T = I P = CD = 0, m = m B, F2 = Fy( n+ 1) ( y , y�, z , z�) +

mBg , F 4 = F z (n+ 1) ( y , y�, z , z�) ;对盘子,上式中取m = mD , F 1 = I P∃〔 �tP n( %) + Q n( %)〕, F2 = -

CD〔 � tP n( y ) + Q n( y )〕+ mDe&∃2
cos∃( n + 1) � t + mDg, F3 = - I P∃〔 � tPn (!) + Q n(!)〕, F 4

= - CD〔 � tPn ( z ) + Q n( z )〕+ mDe&∃2sin∃( n + 1) �t。这里状态向量是 { M , U , N, V ; !�, y�,
%�, z�} T

, 各元素顺序代表截面的 y 方向弯矩、剪力, z方向弯矩、剪力, y 方向角加速度、线

性加速度、z方向角加速度、线加速度; F y、F z是非线性的挤压油膜力在 y、z轴上的投影见

文献 [ 6] ; CD 为圆盘处的线性阻尼系数, ∃为转子的转速, e&为盘子的偏心距。〔E〕为 4×

4单位矩阵。

适用R iccati法的无质量轴段场传递矩阵为:

{ F
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*
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j
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j
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j
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j
n ( z ) - P

j+ 1
n ( z ) }　,

〔U
*
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*
22〕

T
=

1 l / 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 l/ 2

0 0 0 1

　, 　〔U
*
21〕=

∋ ∋l/ 4 0 0

∋l/ 4 ∋l
2
/ 24 0 0

0 0 ∋ ∋l/ 4

0 0 ∋l/ 4 ∋l2/ 24

式中 ∋= l/ ( 2��t
2
EJ) , J为轴段截面惯性矩。

图 2　圆盘的稳态轨迹

用本文的方法和 Runge- K ut ta法, 算得

圆盘中心的瞬态和稳态轨迹, 如表 1、2和图2

所示, 其中 y、z是盘子中心的无量纲坐标 (相

对于阻尼器的间隙无量纲化) ,实线是本文方法

的结果, 虚线是Runge- K utta法的结果, 两法

的结果是吻合的, 这些验证了我们方法的正确

性。此外, 我们还使用传递向量 { f e} T , 由

Riccati 法计算各站位的位移, 然后用 ( 2) 式计

算速度和加速度的方法, 实例计算了上述系统

的瞬态响应。结果表明, 积分是不稳定的。其

原因分析如下:
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表 1　两种方法瞬态结果的比较 ( U = 0. 10, ( = 0. 95)

时间
R ung e- K ut ta法 本文的方法

y z y z

. 001 . 200933E0 . 155228E0 . 198315E0 . 153159E0

. 006 . 416018E0 . 903238E- 1 . 418155E0 . 917703E- 1

. 011 . 782916E0 - . 232300E0 . 782131E0 - . 233110E0

. 016 . 594079E0 - . 120969E0 . 593329E0 - . 121282E0

. 021 . 885948E0 . 794727E- 1 . 888258E0 . 779376E- 1

. 050 . 537536E0 . 225652E- 1 . 537067E0 . 225685E- 1

. 055 . 960498E0 . 257685E- 1 . 961278E0 . 252519E- 1

. 060 . 635011E0 - . 644086E- 1 . 633797E0 . 646939E- 1

. 065 . 784468E0 . 102038E0 . 785308E0 . 101497E0

. 070 . 830233E0 - . 942163E- 1 . 829628E0 . 947191E- 1

表 2　两种方法瞬态结果的比较 ( U = 0. 04, ( = 0. 95)

时间
R ung e- K ut ta法 本文的方法

y z y z

. 001 . 186996E0 . 155546E0 . 184497E0 . 149633E0

. 006 . 493023E0 . 325700E- 1 . 494453E0 . 333923E- 1

. 011 . 793776E0 - . 155546E0 . 792571E0 - . 156641E0

. 016 . 701102E0 - . 887873E- 1 . 700201E0 - . 894551E- 1

. 021 . 887614E0 - . 113152E- 1 . 888917E0 - . 131649E- 1

. 050 . 732909E0 . 644391E- 2 . 731083E0 . 624747E- 2

. 055 . 103339E + 1 . 592980E- 1 . 103507E+ 1 . 579324E- 1

. 060 . 862514E0 - . 362524E- 1 . 859463E0 - . 374315E- 1

. 065 . 869712E0 . 993982E- 1 . 871265E0 . 983800E- 1

. 070 . 102778E + 1 - . 340695E- 1 . 102563E+ 1 - . 353116E- 1

首先给出盘子和无质量轴段关于 { f e} T 的部分传递矩阵:

〔U 12〕=

I T / ��t 2 0 I P∃ / ��t 0

0 - (mD / ��t 2 + CD / ��t ) 0 0

- I P∃ / ��t 0 I T / �� t2 0

0 0 0 - (mD / �� t2 + CD / ��t )

〔U 21〕=

l / 2EJ l
2 / 8EJ 0 0

l
2 / 8EJ l

3/ 48EJ 0 0

0 0 l/ 2EJ l
2
/ 8EJ

0 0 l
2/ 8EJ l

3/ 48EJ
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因为通常 E 很大而 � t 很小, 所以 U 12中的元素较 O ( 1) 量级大得多, U 21中的元素又较 O

( 1) 量级小的多。关于 { f e} T 的其它传递矩阵元素都在 O ( 1) 量级上。

而关于 { f e�} T 的传递矩阵各元素都在 O ( 1) 数量级上。因此, 采用传递向量 { f e�} T

可改进传递矩阵的数值特性。

另外, 使用 { f e} T 时, 用 Riccati法算出位移近似值{ e}′= { e} + O ( )) , 代入 ( 2) 式

得速度和加速度近似值{ e�}′和{ e�}′:
{ e�}′= { e�} + O( )) �t - 1　,　 { e�} ′= { e�} + O( )) �t - 2 ( 13)　

从 ( 13) 式知, 速度和加速度的误差被大大地扩大了。然后, 据此时的状态, 计算下一时刻

的位移、速度和加速度。

使用 { f e�} T 时, 用 Riccati 法算出的是加速度近似值{ e�}′= { e�} + O ( )) , 代入 ( 6) 式

得位移和速度近似值{ e}
′
和{ e�}′:

{ e}′= { e} + O( )) �t2　, 　 { e�}′= { e�} + O( )) �t ( 14)　

从 ( 14) 式可知, 位移和速度的误差被大大地缩小了。然后据此时的状态, 计算下一时刻的

加速度、位移和速度。

因此, 采用 { f e�} T 可提高本法的数值稳定性。

五、结　束　语

本文给出了分析非线性转子系统瞬态响应的一种新方法。理论分析和实例计算表明:

本法具有R iccat i法的优点, 稳定性好, 传递矩阵阶数低, 可节省内存和机时, 便于应用,

其瞬态和稳态结果与 Runge-K ut ta法的结果相吻合。

使用传递向量 { f e} T 时, 积分是不稳定的。这说明对非线性转子系统尽管采用 R iccat i

法仍会出现数值不稳定现象。
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CYLINDRICAL CASE FATIGUE LIFE PREDICTION

BY LOCAL STRAIN APPROACH
Shang Weijun, Liao Xuejun, Xu Tang

( Nanj ing Aeronautical Institute)

ABSTRACT　　　　A finite elem ent elast ic-plast ic stress-strain analy sis is co mpleted

fo r the cylindrical case w ith a hole. According to the st ress-st rain analysis the equivalent

sim ulat ion members of thin plate with ho les are designed to replace the cy lindrical case in the

fat igue life predictio ns and tests. The low cycle fat ig ue life pr edict ions and tests have been

accomplished w ith the local str ain

approach fo r the cy lindrical cases and the equivalent simulat io n members. T he results prove

that the

equivalent sim ulat ion is feasible. F inally the desig n criterion of the equivalent simulation m e-

mber s is found out . Therefor e this w o rk pro vides a basis fo r desig ning equivalent simulation

members to replace the com plex m em bers in the low cycle fat igue life predict io ns and tests.

CSDT-RICCATI TRANSFER MATRIX INTEGRATION METHOD

FOR TRANSIENT ANALYSIS OF NONLINEAR

ROTOR-BEARING SYSTEMS
Gu Zhiping

( Xian Institute of Technology )

Chen Songqi

( Northwestern Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　Based on the w o rk of Chu and Pilkey, a new direct integ ration m e-

thod for the t ransient analysis o f no nlinear rotor -bearing systems is proposed, called

Continuo us-Space Discrete-T im e ( CSDT ) -Riccat i t ransfer matrix integr at ion m ethod. 　In

this m ethod, the transfer v ecto r

{ f e�} T
rather than the prev io us { f e} T

is used w ith the aid of the New mar k g eneralized

accelerat ion for mulation; the accelerat io ns of all stations, no t the def lect ions, are co mputed

by the Riccat i tr ansfer matrix method, in r esult the method′s numerical instabilities are

improved. T he m ethod sustains the advantag es of the Riccat i t ransfer matrix m ethod, i. e. ,

it is staight fo rw ard, easy to be understo od, very convenient to use, quite stable, and capable

to reduce the co mputatio n t ime and memor y space significant ly. So, it is especial ly f it to

calculate the t ransient respo nse of larg e complex rotor -bear ing systems containing nonlinear

elem ents. T he metho d is illust rated and tested for the t ransient response of an unbalanced

flex ible r otor incorporat ing squeeze-f ilm dam per w ithout centralizing spring. The o btained r e-

sults agree w ell w ith those of the lumped mass m ethod. For com parison an numerical

example of the t ransient response of the abo ve sy stem has been also com puted, using the

t ransfer vector { f e} T. The obtained results sho w that such an integrat ion is unstable. T he

reason o f the unstability is also analyzed in this paper.
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