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随机有限元分析定向结晶

涡轮叶片在随机压力场中的可靠性
西北工业大学　　吕文林　段振龙

本文采用随机有限元法和二阶矩 Haso fer-Lind方法, 分析随机压力场对于定向结晶叶片

可靠性的影响。利用有解析表达式的 �、�做为随机量采用 Monte-Car lo 方法计算可靠性指标,

与本文编制的随机有限元程序计算的可靠性指标对比, 以验证后者的正确性。

图 1　计算模型网格

1. 随机压力场计算模型及节点等效力　将叶片

受到的压力场, 按照三维有限元所分网格形成许多小

块 (图 1) , 并认为在每一块上作用有垂直于表面的均

匀压力, 当单元划分很细时, 可保持真实压力场的原

貌。假定压力场是随机正态分布 (如非正态分布时可

转化为正态分布) , 并通过 p 1、p 2⋯p n的均值和方差来

反映, 同时假定其随机变化都是相互独立的。

当气体压力垂直于叶片表面且其载荷密度为 qo,

则单元内第 i个节点等效载荷列阵为:

{F i} =∫
1

- 1∫
1

- 1
N iqo{R}d d! ( 1)　

　　{R}为座标转换列阵。由于 qo 作用在叶片的叶盆、

叶背的座标方向不同, 而基本随机变量X 1、X 2⋯X n均

取压力为正, 吸力为负, 这样 qo 与基本随机变量的关

系需考虑座标 ∀的正负 (见图 2) , 可写为:

图 2　叶型相对座标示意图

　　　　　　　 qo = - ∀X k ( 2)　

由于 ∀= ±1为受压的边界面 (叶盆表面 ∀= + 1, 叶背表面 ∀=
- 1)。将 ( 2) 式代入 ( 1) 式, 可写成:

{F i} =∫
1

- 1∫
1

- 1
N i{R }d d!( - ∀X k) ( 3)　

�F i

�X k
=∫

1

- 1∫
1

- 1
N i {R}d d!( - ∀) ( 4)　

　　将各单元 {F i} 叠加, 可得到压力场引起的载荷列阵 {F} p。如还要考虑其它载荷 (如体

积离心力等等) , 可得总载荷列阵 { p }。同样 � {F i} / �X k 也按上述方法叠加。

2. 节点位移导数及应力导数的求法　在有限元素法中结构的刚度方程为:
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〔K〕{U} = {P }

〔K〕为三维 20节点单元、正交异性材料的刚度矩阵, 引入相应的位移边界条件, 可求出节点

位移 {U}。右端项 {P} 为载荷列阵。因压力随机变量与 〔K〕中的物理量无关, (暂不考虑

材料物理量的随机变化) , 故上式求导时可写成:

〔K〕{�U / �X i} = { ��/ �X i} ( 5)　

其右端项可由 ( 4) 式求出, 通过解上式的有限元方程, 可解出节点位移对各基本随机变量 X i

的导数 � {U} / �X i ( i= 1, 2⋯n)。

应力公式可由 {#} = 〔D〕〔B〕{U} 求出, 由于弹性矩阵 〔D〕中的正交异性材料各物

理量与几何矩阵〔B〕中的几何形状参数与压力随机量无关, 所以应力对各压力随机量的导数

可写为:

�{#} / �X i = 〔D〕〔B〕( �{U} / �X i)　( i = 1, 2⋯n) ( 6)　

如已知位移导数, 则可求出应力导数。

3. 临界函数及其导数　对于定向结晶叶片材料, 按 Hill准则写出临界函数

g = 1 -
( #X - #Y) 2

#2T
-
#X#Y + #2Z - #X#Z - #Y#Z

#2D
-
∃2X Y

∃2TT
-
∃2YZ + ∃2X Z

∃2TD
( 7)　

Z 为结晶方向, X、Y 为非结晶方向; #T 为非结晶方向材料的纯拉强度, #D为结晶方向的纯拉
强度, ∃TD为结晶—非结晶方向纯剪强度, ∃TT为非结晶—非结晶方向的纯剪强度。

临界函数对各基本随机量的导数为:

�g
�X i

= - 2
#X - #Y
#2T -

#Y - #Z
#2D

�#X
�X i

+ 2
#X - #Y
#2T -

#X - #z
#2D

�#Y
�X i

+
#X + #Y - 2#Z

#2D
�#Z
�X i

- 2
∃X Y

∃2T T
�
�∃XY
�X i

- 2
∃Yz
∃2TD �

�∃Yz
�X i

- 2
∃ZX
∃2TD �

�∃ZX
�X i

( 8)　

利用 ( 6) 式导出各应力分量对各随机变量的导数值代入 ( 8) 式即可求出 �g/ �X i。

4. 可靠度的计算　临界函数g ( x ) 在破坏点的展开式为:

g( x ) = g( x ) * + �
n

i= 1

( X i - X
*
i )
�g( x )
�X i *

注标 “* ”表示为破坏点上的值

E〔g( x )〕= g( x ) * + �
n

i= 1

( E〔X i〕- X
*
i )
�g
�X i *

( 9)　

因各随机量已假定为独立无关, 其方差为:

V ar〔g( x )〕= �
n

i= 1

�g
�X i *

V ar〔X i〕 ( 10)　

可靠性指标

% = E〔g〕/ ( V ar〔g〕)
1/ 2

( 11)　

当 %已知, 即可求其破坏概率P f = & ( - %) 及可靠度　Re = & ( %) ( 12)　

& (　) 为标准正态分布的累积分布函数。

5. 计算步骤　 ( 1) 利用 Hasofer-Lind迭代计算, 由于破坏点值未知, 取各基本随机变

量的均值为计算的初值。( 2) 形成刚度矩阵。( 3) 形成载荷阵 {P } 及 �{P } / �X i ( i = 1, 2⋯n)。

( 4) 置入位移边界条件, 计算 �{U} / �X i 时置入位移导数的边界条件。( 5) 解出节点位移 {U}

及 �{U} / �X i ( i = 1, 2⋯n)。( 6) 求出 {#} 及 �{#} / �X i( i = 1, 2⋯n)。( 7) 求出 �g/ �X i( i = 1,
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2⋯n)。( 8) 导出 E〔g〕、V ar〔g〕及 %值。( 9) 选出 %值最小的单元和节点号, 如与上次计算的

节点相同且两次 %值之差小于预定精度要求, 表明已逼近破坏点, 否则利用

∋i =

�g
�X i *

( V ar〔X i〕) 1/ 2

�
n

i= 1

�g
�X i

2

*
�V ar〔X i〕

1/ 2
　及　X i = E〔X i〕- ∋i% V ar〔X i〕

求得新破坏点, 返回 ( 3) 重新计算。

6. 随机有限元程序的验证　本方法及程序, 计算可靠度是否合理, 应予验证, 但用实验

的方法是很困难的, 故选用几个与〔K〕阵中的物理量无关的随机变量采用模拟计算方法校核。

如果用 Monte-Carlo 模拟去解有限元方程, 则耗机时巨大, 在一般计算机上不太可能实现, 本

文选用可写出解析表达式的�、�为随机变量进行 Monte-Car lo 模拟计算, 同时再用随机有限

元程序去计算其可靠性指标, 二者进行对比, 以证实本方法及程序的正确性。

应用Monte-Carlo 模拟计算时, 考虑到本例是等温状态所以其应力 {#} ∝ ��2

利用随机系数 �o、�o 写出临界函数的解析表达式:

g = 1 - (�o�2
o ) 2

( #X - #Y) 2

#2T +
#X#Y + #2z - #X#z - #Y#z

#2D +
∃2XY
∃2TT +

∃2Yz - ∃2z X
∃2TD ( 13)　

�o、�o均值为 1, 离差系数分别等于 �、�二个随机变量的离差系数。

应用随机有限元计算, 其载荷列阵可写成下式:

{P i}
e
���N i{ r }��2

dXd Ydz ( 14)　

{ r } 为旋转中心到单元内微元体的矢量在三个座标轴上的投影, 其载荷对随机量的导数为:

�{P i } e��

�� = �N i { r} �2
dXd Ydz =

1
�{P i}

e
�� ( 15)　

�{P i} ��
�� = �N i{ r } 2��dXdYdz = 2

� {P i }
e
�� ( 16)　

有了上式后, 代入有限元程序, 按上述方法及步骤, 即可求出可靠性指标。

迭代次数 %值 注

1 33. 368335 均值点结果

2 27. 807146

3 27. 661944

4 27. 658582 破坏点结果

计算结果表明, 两种方法计算之可靠度相差

0. 112%, 这说明本文的计算方法及编制的随机

有限元程序是可信的。

7. 算例　本例计算为某发动机涡轮叶片,

材料数据选用 DZ-22材料说明, 压力数据由本

校 704教研室提供。在压力随机量暂选定离差

系数为 0. 1时, 经四次迭代 %值已经稳定, 计算结果如下:

当 %= 3. 1时 Re= 0. 999032; %= 3. 99时 Re= 0. 999967, 上述 %值相当大, 已查不出相

对应的可靠度, 与其它随机量相比, 压力场的随机变化, 对叶片的可靠度影响很小。

参　考　文　献

[ 1] 　吕文林、段振龙, “定向结晶涡轮叶片可靠性分析”, 航空动力学报, 90年 1期。

[ 2] 　Hasofer, A . M . and Lind, N. C . , “Exact and Invan ant Second Momen t Code Format”, J. Eng. Mech. ASCE,

100 ( EMI) 1974.

[ 3] 　Klyoshi Lsh ii, “M akoto Suzuk l S tochast ic Finite Elemet Method For Slope Stab ilit y Analys is”, 《St ructural S afety》,

4 ( 1987) , 111-129.

56 航 空 动 力 学 报 第　6　卷



A RESEARCH ON CRACKED FAILURES OF

FIR-TREE SERRATION IN AEROENGINE TURBINE DISC
Yao Huaxing and Yan Shalin

( Shenying Aeroengine Company )

ABSTRACT　　　　A lo t of cracked failures of f ir-tr ee serr at ion accurred in the second

stage turbine disc of a larg e numbers o f certain types aer oeng ines in serv ice. T he characte o f

these cr acks belongs to mechanical fatigue. In o rder to find out the cause for the cracked

failure, the vibrat ing st resses o f the second stage turbine blades on test bench and their

vibrating strains in f light tests have been measured in the condit ions of high temperature and

high r otat ional speed. T he measured data indicate that sever al resonance zones really exist in

the second stage turbine blades o f type A and B eng ines. Some methods for elimination of the

cr acked failures of f ir-t ree serrat ion in the tur bine disc are provided. According to the

exper iece in ser vice, a modification of type B eng ine hase eliminated the cracked failures o f

fir -t ree ser ration of turbine disc in it s service life.

RELIABILITY ANALYSIS OF DIRECTIONAL

SOLIDIFICATION BLADE
L�Wenlin and Duan Zhenlong

(Northwestern Polytechnical University )

ABSTRACT　　　　T he sto chast ic F inite Element M ethod and Hasofer-Lind Method

are adopted to analyse the r eliablity inf luence of stochastic pressure f ield on the dir ectional

so lidificat ion blade. This method and pr ogram are verified by calculat ion of the M onte-Carlo

M ethod.

AN EFFICIENT 2D-GRID GENERATION APPROACH

USING ARC-LENGTH AS A PARAMETER
Shi Zhouhe, Zhang Huimin, Wang Licheng

(Nanj ing Aeronautical Institute)

ABSTRACT　　　　A fast and eff icient gr id generat ion pro gram has been developed for

any tw o-dimensional configurat ions. In this scheme, the separate grids are generated in each

zone w ith a high speed algor ithm which makes the rat io o f the coordinate incr ements sat isfy a

linear dist ribut ion along arc-length o f a gr id curv e, and then they smoothly joined along the

common boundaries to establish the g rid for the complex configurat ion. T he advantages o f

the scheme are as follows: First , the mesh lines have cont inuous slopes f rom one zone to

ano ther; Second, the degree of the mesh lines clustering can be w ell cont rolled by the

distr ibution of the boundar y points; And the third, the computat ional speed is ten and even

several hundred t imes faster than the ellipt ic gr id generat ion scheme which has been w idely

used now aday s.
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