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单列叶栅紊流流场有限分析数值研究

南京航空学院　　徐　雕　吴国钏

【摘要】　本文将有限分析方法用于曲线座标系上紊流N 2S方程数值计算, 研究了高雷诺数时叶栅粘

性紊流流场。有限分析方法在网格单元上对非线性偏微分程进行线化处理, 在解析边界条件下求出

线化偏微分方程的解析解, 以此解构造离散方程。有限分析方法能够根据对流的方向和大小自动改

变格式系数, 并具有数值扩散小、精度高和稳定性好等优点。本文以 k2Ε紊流模型模化紊流, 以壁面

函数方法处理近壁区流动参数。计算结果与实验数据的吻合程度令人满意。

一、前　　言

陈景仁先生提出了一种新的数值计算方法—有限分析数值方法 [1、2 ] (F in ite A nalyt ic

M ethod)。该方法的基本思想是在网格单元上求解局部线化后的非线性偏微分方程, 由微分方程

的解析解构造离散代数方程。有限分析格式保留了原微分方程的解析特点, 能够根据对流的方

向和大小自动调整格式的系数, 而不必象差分方法和控制体积方法那样在高雷诺数时须采用迎

风格式。有限分析方法产生的数值格式来源于解析解, 数值精度较高, 格式的系数全为正值, 数

值稳定性好。

本文以有限分析方法计算了曲线座标系上二维粘性紊流高雷诺数时叶栅流场, 并与实验结

果进行了比较, 吻合程度令人满意。

二、基本方程的有限分析离散

非定常二维不可压粘性紊流N 2S方程及 k2Ε紊流模型方程可写为:
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其中 5、Μe、S 5 在气动方程中含义列于表 1中。其中:
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cΛ = 0109　,　c1 = 1144　,　c2 = 1192　,　Ρk = 110　,　ΡΕ = 113

对方程 (1) 进行无因次化处理并将其变换到Ν2Γ曲线座标系上, 经整理得曲线座标系上无因次

紊流流动控制方程的一般形式[3 ]为:

H 5 t + 2A 5 Ν + 2B 5 Γ = C 5 ΝΝ + D 5 ΓΓ + g (2)　

其中 H = R eõ J　,　2A = R e{U - Σ- 〔Α(Μe) Ν - Β(Μe) Γ〕}öJ　,　D = ΧöJ

2B = R e{V - Ρ - 〔Χ(Μe) Γ - Β(Μe) Ν〕}öJ　,　C = ΑöJ　,　J = x Νy Γ - x Γy Ν

本文于 1990年 6月收到。



g = R eJ S 5 - 2Β5 ΝΓöJ　,　R e = u∞L ΘöΜe　,　U = y Γu - x Γv　,　V = - y Νu + x Νv

Α= x 2
Γ + y 2

Γ　,　Β = x Νx Γ + y Νy Γ　,　Χ= x 2
Ν + y 2

Ν　,　Ρ = (y ΝD x - x ΝD y ) öJ

Σ= (x ΓD y - y ΓD x ) öJ　,　D x = Αx ΝΝ - 2Βx ΝΓ + Χx ΓΓ　,　D y = Αy ΝΝ - 2Βy ΝΓ + Χy ΓΓ

表 1　5、Μe、S 5 的含义

方程 5 Μe S 5

连续 1 0 0

x 向动量 u Μ+ Μt - (1öΘ) ·5p ö5x + 5 (Μe5uö5x ) ö5x + 5 (Μe5vö5x ) ö5y - (2ö3) ·5kö5x

y 向动量 v Μ+ Μt - (1öΘ) ·5p ö5y + 5 (Μe5uö5y ) ö5x + 5 (Μe5vö5y ) ö5y - (2ö3) ·5kö5y

紊动能 k (Μ+ Μt) öΡk G- Ε

紊动能耗散率 Ε (Μ+ Μt) öΡΕ c1GΕök- c2Ε2ök

图 1　网格单元

Α、Β、Χ、Ρ、Σ、D x、D y 和 J 都是座标函数, 与控

制变量 5 无关。一旦物理平面与计算平面之间的关
系确定, 这些函数的节点值也就确定了。因而, 这

些函数值可以在数值迭代前计算出来, 存贮在数组

中, 数值迭代时直接使用而不必每次迭代都计算它

们。这样, 虽然控制方程在曲线座标系上的形式较

复杂, 但不增加太多计算工作量。

图 1所示九点局部网格上求解控制方程 (2)

令 U = U p + U ′　,　V = V p + V ′ (3)　

下标“p”表示单元中心节点, 上标“′”表示单元其它节点值对中心节点的偏差。将 (3) 式代

入 (2) 式, 整理得

2A p 5 Ν + 2B p 5 Γ = C p 5 ΝΝ + D p 5 ΓΓ + G (4)　

其中 G = g - H 5 t - h c　,　h c = 2A ′5 Ν + 2B ′5 Γ

仍记A p、B p、C p、D p 为A、B、C、D , 则控制方程 (4) 可写成

2A 5 Ν + 2B 5 Γ = C 5 ΝΝ + D 5 ΓΓ + G (5)　

设A、B、C、D 为常数, 则 (5) 式中的源项G 可由变换消去, 令

5 = 5ϖ + G (A Ν+ B Γ) ö2ö(A 2 + B 2)

将其代入 (5) 式, 整理得

2A 5ϖΝ + 2B 5ϖΓ = C 5ϖΝΝ + D 5ϖΓΓ (6)　

(6) 式为椭圆型常系数微分方程, 须给出求解域的所有边界条件。本文以线性函数和指数函数

构造其在网格单元上的解析边界条件, 因为这些函数也满足微分方程。以北边为例, 设

5ϖN (Ν) = aN〔exp (2A ΝöC ) - 1〕+ bN Ν+ CN

aN、bN、cN 为待定系数, 由该边界上三个节点的 5ϖ值决定
aN = (5ϖN W + 5ϖN E - 25ϖN C ) ö(4sinh 2 (A höC ) )

bN = 〔5ϖN E - 5ϖN W - co th (A höC ) (5ϖN W + 5ϖN E - 25ϖN C )〕　,　cN = 5ϖN C

方程 (6) 的一阶导数项也可径变换消去, 令

5ϖ (Ν, Γ) = W (Ν, Γ) exp (A ΝöC + B ΓöD )

代入 (6) 式, 整理得
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CW ΝΝ + DW ΓΓ = (A 2öC + B 2öD )W (7)　

　　相应地, 边界条件的形式也将改变。仍以北边为例

W N (Ν, k ) = W 1 (Ν) = exp (- B köD ) (aN exp (A ΝöC ) + bN Νexp (- A ΝöC )

+ (cN - aN ) exp (- A ΝöC ) (8)　

方程 (7) 与相应的边界条件 (8) 构成了一定解方程。方程 (7) 为二阶常系数线性偏微分方程,

应用线性方程的叠加原理, 可以将其 (及相应的边界条件) 拆成四个具有简单边界条件的微分

方程的叠加, 即四个子问题的叠加

W (Ν, Γ) = W E (Ν, Γ) + W W (Ν, Γ) + W N (Ν, Γ) + W S (Ν, Γ) (9)　

北边的子问题可以写成

CW N
ΝΝ + DW N

ΓΓ = (A 2öC + B 2öD )W N

W N (Ν, k ) = W 1 (Ν)

W N (Ν, - k ) = W N (h , Γ) = W N (- h , Γ) = 0

(10)　

其它三个子问题类似。这四个子问题均可用分离变量法求解。仍以北边子问题为例, 令

W N (Ν, Γ) = X (Ν) õ Y (Γ)

代入方程 (10) 得

X ″+ Κ2 õ X = 0

X (- h ) = X (h ) = 0
(1121)　

Y ″- (A 2öC + B 2öD + C Κ2) Y öD = 0

Y (- k ) = 0

Y (k ) = W 1 (Ν)

(1122)　

　　求解 (11) , 并施以相应的边界条件, 可得方程 (10) 的解。将四个子问题的解叠加起来,

最终得原微分方程的解在网格中心节点的表达式

5 p = CN E 5N E + CN W 5N W + C S E 5 S E + C SW 5 SW + C EC 5 EC

+ CW C 5W C + CN C 5N C + C S C 5 S C + C pG (12)　

系数的具体表达式及详细推导过程请参阅文献 [ 3 ]

如以 5 t = (5 n - 5 n- 1) ö∃ t , 代替离散格式 (12) 中的时间导数项, 还可以得到有限分析方

法的时间推进格式

5 n
p = 6

8

i= 1
ci5 n- 1

i + cp (g - h c + H 5 n- 1
p ö∃ t) (1 + H cp ö∃ t) (13)　

三、控制方程的数值求解

1. 压力修正方程　以 u、v、p 作为因变量求解控制方程的最大困难是速度压力耦合。本文

采用压力扰动方法处理速度压力耦合, 其基本思想是假设压力场p
3 , 解动量方程, 得速度场 u

3、

v
3 以此速度场代入连续方程, 得压力修正方程

A p p′= A E p′E + A W p′W + A N p′N + A S p′S + S p (14)　

　　解方程 (14) , 得 p
′, 从而作出速度 u

3、v
3 和压力 p

3 的修正[3 ]

u = u 3 + u′　,　

v = v 3 + v′　,　p = p 3 + p′
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　　2. 壁面函数　原则上在固壁上可以实施无滑移条件, 但这需要在近壁区布置大量的网格才

能反映出近壁区流动参数的大梯度变化和保证数值迭代的精度。本文采用壁面函数方法处理近

壁区的流动, 其基本思想是将试验结论引入数值计算, 从而减少近壁区网格。

3. 收敛准则　本文采用整体残差作为数值迭代收敛的判据, 令

R 5 = (1 + cpH ö∃ t) 5 n
p - 6

8

i= 1
ci5 n

i + cp (g - h c + H 5 n- 1
p ö∃ t)

当　　6
I、J

i、j
ûR 5 , i、j û < ∆1　,　ûR 5 , i、j ûm ax < ∆2

时认为数值迭代收敛, ∆1、∆2 为给定的精度要求。

4. 数值迭代程序　数值计算的具体求解主要过程如下: (1) 输入边界条件、参数和网格座

标, 计算网格参数, 按一定规律布置初始流场; (2) 计算有限分析格式系数, 在假设的速度场

及压力场 p
3 下求解动量方程, 得到准速度场 u

3、v
3 ; (3) 以 u

3、v
3 计算压力修正方程的系数

和单元残余质量源, 求解压力修正方程, 得 p
′; (4) 修正压力 p

3 和速度 u
3、v

3 , 得 u、v、p ;

(5) 求解紊动能 k 和紊动能耗散率 Ε方程, 计算新的紊流粘性系数Μt; (6) 检查是否达到精度要

求, 如未达到则以 u、v、p 作为 u
3、v

3、p
3 返回第 (2) 步, 直到达到精度要求为止。

为了加速收敛和提高数值迭代的稳定性, 本文采用了逐行交替迭代、低松驰、控制方程的

源项线化和截面流量修正等措施。

四、数值计算实例

1. 二维直通道内紊流流动　为了验证校核方法和所编制程序, 首先计算了简单的二维直通

道内的紊流流动并与实验数据[4 ]作了比较。为了严格地考核在任意座标系下有限分析格式

图 2　二维直通道网格布置

的性能及本程序的普遍性, 将二维

直通道的物理平面变换到了均匀网

格的计算平面。由于计算域的对称

性, 仅计算通道的下半部。网格布

置如图 2所示, 宽为D ö2, 长为 2D ,

网格数为 41×19, Y 向 19 条水平

线按等比级数布置, X 向 41条垂线

等间距布置。来流雷诺数为 30800, 进口速度和紊动

图 3　二维直通道速度分布

能均取自文献 [ 4 ], 紊动能耗散率的进口值由紊动能的生成与

耗散平衡确定。轴对称线上的所有参数符合轴对称条件, 即 55 ö

5Γ= 0。在出口边上所有参数不再变化, 即 55 ö5Ν= 0。初场按流

场的进口值布置, 数值计算迭代 45次得收敛解, 残差小于 110

×10- 3。图 3为本文计算得到的出口速度 u 与测量值的比较, 只

是在近壁区比测量值稍小, 这是由于紊流模型和壁面函数所造

成的误差。从迭代收敛趋势上看, 进一步提高收敛精度增加迭

代次数会更好。

2. 二维单列叶栅内紊流流动　本文还计算了单列叶栅二维

粘性紊流流场, 并与实验结果[5 ]作了比较。叶栅由NA CA 65系列叶型构成, 来流雷诺数为 2189
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×105, 叶栅的几何参数及流动参数均取自文献 [ 5 ]。

采用贴体网格技术[6 ]划分流场, 如图 4所示, 网格点数为 51×19, 51条等 Ν线, 19条等 Γ
线。流场进口边规定速度 u、v , 压力 p , 紊流量 k、Ε, 出口边上控制变量的 Ν向一阶导数为零,

55 ö5Ν= 0。近壁区使用壁面函数。周期边界上使用周期性条件。迭代时对应的周期边界上的参数

取平均值。初场按一维势流布置。采用低松驰方法进行迭代,速度的松驰因子为 017,紊动能 015,

紊动能耗散率 013。收敛解的精度 110×10- 3。

图 5为本文计算的叶栅叶片表面压力分布与实验数据[5 ]的比较, 压力系数 cp 为

cp = (p∞ - p ) ö〔(1ö2) Θ∞v 2
∞〕

从图上可以看出, 除了叶片前后缘处误差较大外, 其它部分两者的吻合程度令人满意。

五、结　　论

本文导出了曲线座标系上有限分析方法求解紊流N 2S方程的离散公式, 并将其应用于粘性

紊流二维直通道和单列叶栅内部流场的数值计算。计算中使用了k2Ε紊流模型和壁面函数。有限
分析方法的数值稳定性好, 精度较高, 收敛速度较快, 其格式能据对流的方向和大小自动调整

格式系数, 数值扩散小, 对网格要求较低。

通过数值计算, 在理论上研究了二维直通道和单列叶栅内部粘性紊流流场, 与实验比较, 本

文的数值计算结果令人满意。
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D EVELOPM ENT OF ENGINE FAUL T EQUAT IONS
Fan Zuom in , Sun Chun l in , L in Zhaofu, Gao Ha ichuan

(C ivil A via tion Ins titu te of Ch ina )

ABSTRACT　　　　T he engine diagno sis p rob lem lies in so lu t ion of the engine fau lt

equat ion s w h ich exp ress the rela t ion sh ip s betw een the m easu rem en ts and a large set of po ssib le

bu t imp robab le m u lfunct ion s. T he engine fau lt equat ion s are genera lly underdeterm ined and can

be so lved by the aid of M ain Characterist ic Param eter M odel (M CPM ) suggested by the

au tho rs. T he engine fau lt equat ion s are based on engine fau lt samp les and can be called

emp irica l fau lt equat ion s. T he emp irica l fau lt equat ion s are sim ilar to fau lt equat ion s ob ta ined

by single facto r experim en ts, bu t the engine fau lt samp les are u sed in stead of the resu lts of

specia l experim en ts. D iffering from the sm all change equat ion, the emp irica l fau lt equat ion s are

easily ob ta ined and are of great u se fo r d iagno sis of such fau lts w h ich are diff icu lt to be

diagno sed by emp loying sm all change equat ion s. Som e p ract ica l examp les of engine fau lt

d iagno sis are a lso given. T he fau lt d iagno sis resu lts ob ta ined from are very sat isfacto ry.

F IN ITE ANALY T IC SOL UT ION OF TURBUL ENT FLOW
F IELD THROUGH CASCAD E OF A IRFO IL
Xu D iao and W u Guochuan (N anj ing A eronau tica l Ins titu te)

ABSTRACT　　　　T he fin ite analyt ic m ethod is u sed in the p resen t study to calcu la te

the tu rbu len t f low field described w ith N avier2Stokes equat ion s in body2f it ted cu rvilinear

coo rd inate system. T he fin ite analyt ic m ethod invokes the analyt ic so lu t ion of govern ing part ia l

d ifferen t ia l equat ion s in fo rm u la t ing the algeb ra ic equat ion s that rela tes a nodal value in an

elem en t to its neighbou ring nodal values. T he m ajo r fea tu re of the fin ite analyt ic m ethod is its

ab ility to sim u la te au tom at ica lly the upw ind influence of neighbou ring nodal values acco rd ing to

direct ion and m agn itude of convect ion. It is show n that the fin ite analyt ic m ethod has good

num erica l stab ility and accu racy. T he tu rbu len t f low fields th rough a tw o2dim en sional channel

and a cascade of a irfo il are num erica lly sim u la ted by u sing fin ite analyt ic m ethod in the p resen t

study. T he k2Ε tu rbu lence model and w all funct ion m ethod are also emp loyed. T he agreem en t

of num erica l so lu t ion w ith experim en ta l data is qu ite good.

FLOW F IELD M ATR IX SOL UT ION ON S1 STREAM SURFACE
IN A CENTR IFUGAL COM PRESSOR

Hua Yaonan (A cadem ia Energetics R &D Cen ter)

ABSTRACT　　　　T he ex ist ing flow field m atrix so lu t ion m ethod on S1 st ream su rface

fo r the calcu la t ion of flow field in an ax ia l comp resso r is ex tended to calcu la t ion of flow field in a

cen trifugal comp resso r. T he stream funct ion govern ing equat ion of flu id flow has been

estab lished w ith respect to non2o rthogonal cu rvilinear coo rd inates. By the aid of art if icia l

comp ressib ility m ethod, the discretza t ion of the part ia l d ifferen t ia l equat ion is accomp lished

w ith the standard cen tra l d ifference fo rm u la. T he set of linear a lgeb ra ic equat ion s ob ta ined is

so lved by m ean s of the direct m atrix m ethod. T he velocit ies a t grid nodes are first determ ined
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