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榫齿接触分析的互补算法

沈阳航空工业学院　　彭克俭　盛元生　　北京航空航天大学　　郑光华

【摘要】　本文根据变分不等方程理论论证了含摩擦弹性接触问题解的存在性和唯一性, 并使其等

价于二次规划问题。接触体系各部分离散后凝聚到接触边界上形成出口刚度矩阵, 并根据接触面

上法向位移的非穿透条件和摩擦律等条件, 导出非负变量 �, �的线性互补方程。直接采用二次规

划的 Lemke算法, 其求解规模仅限于接触边界。榫齿模型接触分析结果和实验结果吻合较好。

一、前　　言

在工程实际中, 构件的受力大多是通过相互接触而施加的。接触问题是一类边界非线性

问题[ 1] , 具有明显的局部性质, 其应力总是随着离开接触区距离的增大而迅速衰减。在经典弹

性理论中, 沿着给定位移边界, 位移是一个已知函数, 约束是双边的。接触问题沿着接触体

可能发生接触的边界, 向体内方向的位移是独立的, 相反方向则受到另一接触体的制约, 故

约束是单边的。同时沿着接触边界, 接触力和接触尺寸都无法事先确定, 它们依赖于加载方

式、载荷状态以及接触面物理性质等。接触问题的数值解法大致分为迭代法和规划法两类。

迭代法的主要形式是 “试探、误差、迭代”。首先假定接触状态, 然后在每个载荷增量步

内不断迭代修正。理论上, 迭代法收敛是一无穷过程。并且如果接触状态在每步线性增量内

不能适应结构的变化时, 常常会产生一种 “漂移”现象, 随着增量步增加, 这种漂移的累积

最终将导致一个错误解, 也就是说初始接触状态和增量步的选择有一定的经验性。

规划法是从变分原理出发, 将接触问题转回成力学原问题。以接触体系的势能泛函为目

标函数, 在原有的约束方程中加入接触面上的非透条件和摩擦律, 形成互补问题, 用成熟的

二次规划理论求解。规划法本质也是一种迭代, 但其收敛性已被二次规划理论证明。

二、接触问题的变分不等方程描述

设 V 是 R
3
的一个具有光滑边界S 的区域, 且 S= S u+ Sp+ S c, 则:

 ij , j + bi = 0　　　　　　　　　在 V 内 ( 1)　

 ij = E ij kh!kh ( u) ( 2)　

!ij ( u) = 1/ 2( u i, j + u j , i ) ( 3)　

u = 0 在 S u上 ( 4)　

 ij nj = P i 在 S p 上 ( 5)　

Pn ≤ 0　, 　�P ∀� ≤- #P n 在 S c上 ( 6)　

其中P n为 S c 上的法向力, #为摩擦系数, 且若�P ∀�< - #P n, 则u∀= 0。若�P∀�= - #P n, 则
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存在某 k≥0使得 u∀= - k·P ∀。以上 ( 1) ～ ( 6) 式构成弹性接触问题。

设 ( u,  ) 是问题 ( 1) ～ ( 6) 的解, 另设 v 是 V 上的一个位移许可场, 且满足 v �S
u
= 0,

以 ( v i- ui ) 对 ( 1) 式做加权积分, 经过分部积分得:

∫V
 ij!ij ( v - u) dV =∫V

bi �( v i - ui ) dV +∫S
 ij nj �( v i - ui ) dS ( 7)　

其中∫S
 ij nj �( v i - ui ) dS =∫S

u

 ij nj ( v i - u i) d S +∫S
p

P i( v i - u i) d S +∫S
c

P n( v n - un) dS

+∫S
c

∃ ∀( v∀ - u∀) dS ( 8)　

在 Su 上, u i = v i = 0,则 ∫S
u

 ij nj ( v i - u i) d S = 0 ( 9)　

在 S c 上, 由于�P ∀�≤- #Pn时, 则

∫S
c

P ∀v∀dS ≥∫S
c

- �P ∀� ��v∀�dS ≥∫S
c

#Pn ��v ∀�dS ( 10)　

当�P∀�< - #P n时, 则 u∀= 0, 故

∫S
c

P ∀( - u∀) dS = 0 ( 11)　

当�P∀�= - #P n时, 则 u∀= - kP ∀, k≥0, 故

∫S
c

P ∀( - u∀) dS =∫S
c

- #P n�u∀�dS ( 12)　

综合 ( 10) ～ ( 12) 式可得:

∫S
c

P ∀( v∀ - u∀) dS ≥∫S
c

#P n( �v ∀� - �u∀� ) d S ( 13)　

令: a( u, v ) =∫V
E ij kh!kh ( u) !ij ( v ) dV　, 　L ( v ) =∫V

bi v idV +∫S
p

P iv idS +∫S
c

Pnv ndS

j ( v ) =∫S
c

- #P n�v ∀�d S

将 ( 8)、( 9)、( 13) 式代入 ( 7) 式得:

a( u, v - u) + j ( v ) - j ( u) ≥ L ( v - u) ( 14)　

� v ∈ V　　v�S u = 0

　　这样一个弹性接触问题就可以用变分不等式 ( 14) 严格地进行描述。根据泛函理论两个

定理: 得知 ( 1) 设a 是正定对称 (即 a ( u, u) ≥0) 时, � u∈V , 强制连续双线性, � v∈

V , j 是连续凸泛函, 则存在唯一的u∈V 是变分不等式 ( 14) , 的解含摩擦接触问题存在唯一

的解。( 2) 设 a是正定对称时, � u∈V , 强制连续双线性, j 是连续凸泛函, b∈V , 则变分

不等式 ( 14) 和下列变分问题等价: 求 u∈V 使 { ( 1/ 2) a( u, u) + j ( u) - ( b, u) } →min , 其

中 ( b, u) 定义为内积。即含摩擦接触问题能够转化为一个弹性势能极小化问题求解。

三、接触问题规划求解的有限元格式

设 A、B 两物体接触, 在可能接触边界 S c 上有相同的公共法线, 任一点的接触力可分解

为法向和切向接触力 Pn、P ∀。如图 1所示, 规定以 A 物体的局部坐标 ∀- n为正方向。
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库仑摩擦律为: �PA
∀ � ≤- #P

A
n　,　( P

A
∀ = - P

B
∀ ) ( 15)　

法向接触力不受拉条件: P
A
n ≤ 0　,　P

B
n = - P

A
n ≥ 0 ( 16)　

法向不可穿透条件为
[ 2]
: un = unB - unA + g ≥ 0 ( 17)　

其中g 为给定间隙。引入一组变量 uk≥0, 将 ( 15)、( 16) 式写成统一的形式

v k = v k( P ∀, Pn ) ≥ 0 ( 18)　

v k> 0 ( k= 1, 2, 3) , 表示切向接触力未达到临界摩擦力, 法向接触力P
B
n 为正, 称之为无滑

动连续接触状态。v k= 0 ( k= 1, 2) , 表示物体发生接触滑动, 称为滑动接触状态。v k= 0 ( k

= 3) , 表示物体脱开, 称为广义滑动。

图 1　两物体接触示意

在局部坐标 ∀- n下, 并引入一组变量 �k≥0, 第 “e”个可

能接触点对的位移差可写为:

{u
B
}

e
=

u
B
∀

u
B
n

e

= 〔H〕
e

�1
�2

�3

e

+
o

- g

e

( 19)　

〔H〕
e
=

1 - 1 0

0 0 1

比较 ( 18)、( 19) 式有: v 1> 0时, �1= 0, 接触但不滑动; v 1=

0时, �1> 0, 正向滑动。v 2> 0时, �2= 0, 接触但不滑动; v 2=

0 时, �2> 0, 负向滑动。v 3> 0时, �3= 0, 接触; v 3= 0时, �3> 0, 未接触。所以 { v
T
} ·

{�} = 0构成互补条件。

对 A、B 两物体做有限元离散, 在可能接触的边界上形成2N 个对应节点, 并建立以局部

坐标下可能接触点为出口的出口刚度矩阵, 其平衡方程为:

kA 0

0 kB

　
uA

uB

=
PA + PBA

PB + P AB

( 20)　

kA、kB、P A、PB 为出口刚度阵和等效载荷, P BA和P AB为 B 与 A 的作用力和反作用力。

引入变量 u
B
= uB- uA 为可能接触点对的位移差, 并令 I 表示单位矩阵, 得:

uA

uB

=
I 0

I I

uA

u
B

( 21)　

( 21) 代入 ( 20) 式得:

kA 0

kB kB

　
uA

u
B =

PA + PBA

PB + P AB

( 22)　

上式凝聚到 B 物体的接触边界上: P AB - K
-

Bu
B = P

-
B ( 23)　

其中 K
-

B = kB - kB ( kA + kB) - 1
kB　,　P

-
B = P B - kB( kA + kB ) - 1( P A + P B )

将 ( 19) 式组集求和得:

u
B = �

N

e= 1

{u
B } e = diag ( H

1, ⋯, H
e,⋯, H

N
1 ) {�1, ⋯, �e,⋯, �N } T + {g

1 ,⋯, g
N} T

简写成: u
B = H ��+ g ( 24)　

将 ( 18) 式写成矩阵形式并组集求和得:

v = �
N

e= 1
{ v} e = diag( L 1 ,⋯, L e, ⋯, L N ) {PA B}　,　L e =

1 - 1 0

# # 1

T
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简写成: v = L �PAB ( 25)　

合并 ( 23)、( 24)、( 25) 式, 整理得:

u - L K
-

B H �= L P
-

B + L K
-

Bg ( 26)　

同时有: v
T ��= 0　,　v , �≥ 0 ( 27)　

上两式构成了摩擦接触问题的线性互补方程。可用二次规划的Lemke算法求解。

四、实 例 分 析

算例1. 两个圆柱体接触分析 ( Hertz问题) , 如图2所示。RA= R B= 1mm , P= 200N/ mm。

图 2　圆柱接触分析

E= 206GPa, 泊松比 �= 0, 无摩擦 #= 0, 对称取一半为计算

域, 设有 6对节点可能接触。

解析解: 接触面半长 L / 2 = 1. 075 2P RA RB / E ( RA + R B)

= 0. 0335mm

接触压应力  max = 0. 59 PE ( RA + RB ) / 2RA RB

= 3738MPa

本文解分别为 0. 0314mm 和3821MPa, 误差分别为 6. 25%和

0. 9%。

算例 2. 某发动机榫齿聚碳酸酯实验模型接触分析。如图

3所示。泊松比 �= 0. 384, E= 2350MPa, q叶= 20. 15M Pa, q凸

= 3. 47M Pa, 厚度 t= 3mm, 摩擦系数 #= 0. 23, 设各齿间隙 g= 0, 每个齿面上有 5对接触

图 3　榫齿接触模型 图 4　榫齿接触力齿面分布

节点。计算结果如图 4所示。实验所得各齿载荷分配值[ 3]与计算值分别为: 上齿∶中齿∶下齿

= 0. 798∶0. 86∶1, 上齿∶中齿∶下齿= 0. 75∶0. 825∶1。
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A SUPPLEMENTARY ALGORITHM FOR

LUG TOOTH CONTACT ANALYSIS
Pen Kejian and Sheng Yuansheng

( Shenyang Inst itute of Aeronaut ical Engineering)

Zheng Guanghua

( Beij ing University of Aeronaut ics and Astronaut ics)

ABSTRACT　　　　According the principles of the inequality variat ions, the ex istence

and the uniqueness of the so lut ion have been verified for elastic contact problems, which

contain fr ict ion fo rces betw een the contact surfaces. Thus the contact problems are made to

be equivalent to the quar drat ic pro gramm ing problems. By using the basic idea o f

supplement , the objects of a contact system is discreted and then lumped to the contact

boundaries, then an resultant stif fness matrix is formed and a linear supplementary equation

of non-negat ive variables, �adn �, is also derived in the light of the non-penetration condition

of the normal displacements o f the contact surfaces and the Conlumb frict ion law , etc. By the

direct use of the Lemke algorithm of quardrat ic pr ogramming method, the scope of solution

is limited to the contact boundaries. T he whole f ield info rmat ion is therefo re obtained fr om

further so lut ion of the subelements. Such an alg orithm enables to eliminate effect ively the

converg ence instability w hich used to appear in the iterat ion methods in solving the

pr oblems. T he results of calculations of the lug too ths contact str esses ar e f it ted with the

exper imental data quite w ell.

DOUBLE COMPATIBLE MODE SYNTHESIS OF

SYMMETRIC STRUCTURES WITH Cn GROUP
Wang Wenliang

( Fudan University)

Zhu Nongshi and Xu Jiahua

( Shanghai Ship & Shipping Research Institute)

ABSTRACT　　　　T he success of implementing the mode analy sis in the structural

integrity research depends to a lar ge extent on the ability to ext ract normal modes of the

st ructures. In this paper , a new technique is pr opo sed to combine the g roup theory algorithm

and double compatible subst ructure method fo r analyzing rotat ionally symmetric ( Cn )

st ructures. In this method, only one sector ( 1/ n par t of a st ructure) is taken and considered

so as to obtain the normal modes of the w ho le str ucture. But for a lar ge complicated

st ructure, this sector st ill contains a lot of deg rees of f reedom ( DOF) and is not suitable for

direct solut ion by f inite element method. Fo r this reason a subst ructure method - double

compat ible mode synthesis method is employed. T his technique enhance the ext raction

eff iciency w ith the accuracy ensured by considerable r eduction of synthetic scale through

elim inat ion o f inter face DOF, a numerical example is g iv en to illust rate the merit s of the

pr esented technique.

374 Journ al of Aerospace Pow er Vol. 5


