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湍流的通用物理方程

北京航空航天大学　　高　歌
* *

【摘要】　利用变形张量及摄动变形位移的点积分解湍流脉动速度, 并使用密度加权的侧偏系综平

均方法取代 Reynolds 平均方法, 在不引入任何物理假设的情况下, 对Nav ier- Stokes 方程进行平

均。未知相关量在三阶精度上才出现, 截断之后, 获得具有二阶精度的封闭的湍流方程组。该方

程组无相关量, 不引入任何经验系数, 无需构造任何湍流模型 , 即可描述 Ma< 3. 6 流速的任意复

杂湍流场并解释湍流的物理本质。本文仅对推导思路及方程组做概要介绍。
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1　前　言

　　1883年O. Reynolds 推出 Navier - Stokes方程的平均方程; 1921年G. T aylor 引入相关

概念, 1936年提出各态历经假说。近代湍流理论及模型之研究, 基本上是在以上传统思想框

架内进行的。湍流研究已近 110周年, 但不封闭、通用模型方程等一些根本性的问题远未得

到解决, 这就迫使人们重新根据湍流物理本质去探索 Reyno lds 平均方法之外的新途径。

Reynolds平均方程中在二阶精度上出现未知相关量。本文使用的方法, 使脉动量的平均值不

为零, 对脉动量分解后再进行平均, 使未知相关量出现在二阶精度之后, 从而获得了二阶精

度的所有湍流项的精确表达式, 使寻找湍流通用方程的历史使命得以完成。

2　推导思路介绍

　　先讨论不可压湍流。N- S 方程在湍流时会给出无穷多组解 s i ( v i , p i) , i= n→∞。湍流

研究的最关键的问题是找出能够描述湍流平均行为的方程, 以求得平均解 s
- ( v-, p

-)。为了推

导湍流方程, 必须先介绍和引入以下几种概念和方法: ( 1) 解空间中的解盆域概念; ( 2) 解

的离散概率加权平均及其与时间平均的关系; ( 3) 大、小二种时间尺度的划分; ( 4) 摄动状

态下的受力比拟; ( 5) 脉动速度 v
′的分解; ( 6) 可压流的密度加权速度。现分别介绍之。

2. 1　解空间中的解盆域 ( Basin of Solut ions in the Solut ion Space)

　　N - S 方程组的每一组解 ( vi, pi) 都在解空间占据一个点。在湍流场中一固定点 x 处, 每

隔一个微小的时间间隔 � t , 测量一次 ( v , p) 值, 并把该值标定在解空间中, 当经过一个足

够长的时间间隔 �T 后, 所有可能出现的解都标定在解空间上之后, 解空间中必形成一个完整

的解的盆域。每个解空间点出现的概率是不同的, 盆域若是对称的, 则其中心最低点就是概

率分布的中心 (平均数, 中位数和众数三者合一) , 该中心对应的解即是N - S 方程在 x 点的

平均解 s- ( v-, p-)。若盆域不对称, 则只考虑平均数作为 N - S 方程在 x 点的平均解。

本文于 1992年 5月收到。　* * 北京航空航天大学 404教研室　100083



2. 2　解的平均数

　　在解盆域上, 随机变量 s 的概率分布的平均数 s-就是这个随机变量的数学期望:

设有n 个 s值 s 1, s 2, ⋯, sn , 每个 si 的权为 �i, 则其加权平均数

s
-=

�1s1 + �2s2 + ⋯ + �nsn
�1 + �2 + ⋯ + �n

=
�
n

i= 1

�is i

�
n

i= 1

�i

( 1)　

当 n= �T / � t时, 所得 s-值即是离散型的解的平均值。

如果令 � t→0, 则n→∞, 每个 si 值的权 �i 成为连续函数 � ( s) , 则连续型随机变量 s的

数学期望由下面的加权平均数表示:

s
-=∫

+ ∞

- ∞

s�( s) ds∫
+ ∞

- ∞

�( s) d s ( 2)　

因为 s 随时间 t而变, 是 t的函数 s ( t ) , 则加权函数亦是 t 的函数, 加权平均数变为:

s
-=∫

�T

0
s( t) �[ s( t) ] d s

dt
dt∫

�T

0
�[ s( t) ] ds

dt
dt ( 3)　

当时间平移不变性成立时, 概率可定义为 dt / ds= �, 则有

s
-=

1
�T∫

�T

0
s( t) dt ( 4)　

由此可知, 当时间间隔 � t→0, 时间平移不变性成立时, 解空间的解盆域上的离散型平均趋同

于时间平均。本文将使用这种离散型加权平均。

2. 3　时间尺度 T, t的确定

　　在湍流场一固定点 x 处, N - S 方程给出无穷多组瞬时解, 只有在足够长的时间间隔 �T
内, 才能在解空间形成完整的解盆域, 呈现所有可能存在的解。因而 �T 可做为长时间标度上
的最小可辨识的时间单位, 在小于�T 的时间间隔内谈论湍流的平均值是毫无意义的, 因为短

的时间不可能出现所有可能存在的解。因之, 湍流解的平均值的变动只能在 T 时标上进行, 在

每一个 T 时刻, x 点上不同的湍流微团将经历所有可能存在的解,即 N - S 方程在解空间上将

充满整个解盆域。形象比喻, 在 T 时标上拍照 x 点的最短曝光时间是�T , 拍得的照片上所有

可能的解都按一定的概率密度同时存在, 呈现类似于电子云的云雾状态, 出现概率大的地方,

云雾浓密。在 �T 时间, 解是各态历经的。

一个具体的湍流微团的变动过程是在小时间尺度的时标 t上进行的, t时标上能够辨识的

最小时间尺度是 � t。在 t时标上看 x 点的解盆域, 则只有一个解点 si 在盆域上窜动, 并在 �T
时间内按一定概率特性跑遍所有可能的位置。在 t 时标上拍照, 最小曝光时间是 � t , 拍得的
照片上只有相应于 t i 时刻的一个解点 si。

2. 4　摄动状态下的受力比拟

　　在 t 时标上的解点 si 在解盆域上不停地受到摄动, 变换位置, 具有 s i ( vi, pi) 状态的流

体微团必然会受到某种作用, 我们可比拟为摄动力作用, 在下一时刻变动到另一位置。

假定在 t o 时刻的解 s 0在 � t时间后变为 s 1, 则 s 0状态的单位质量流体受的力是 F 1。若过

程是逆向进行的, 则 s1 状态的单位质量流体受力是- F1。

若测量次数足够多, 则必然有从 s 0点变动到盆域上任意点 s i的可能性, 此时相应的摄动

200 航 空 动 力 学 报 第　7　卷



力是F i。

当 i= n→∞, 对 s 0状态的单位质量流体变动到盆域上所有点的对应的摄动力  Fi 进行平

均, 得出的平均值 F-0, 就是从 s0变动到盆域中心时真实流体所需的摄动力。

从 s 0到平均解 s-, s0 状态的单位质量流体受的摄动力是 F-0, 若过程逆向进行, 从 s-点变

动到 s 0点, 则 s-状态的单位质量流体受到的摄动力是- F-0。

用这种方法, 可以求出从 s-点变动到任意点 s i 所需的力- F-i。湍流状态在 �T 时间内, 可

出现由 s-点变动到所有 s i点的机会, 对  - F- i做平均, 就可得出 s-状态流体在 �T 时间内受到
的平均作用力, 即平均湍流单位质量流体在 x 处受到的湍流力- F-。

上述平均方法, 实质上是在 �T 时间内对具有同样初始条件和边界条件的大量实验结果
所做的系综平均 ( Ensemble A verage)

[ 1]
, 可表达为

V ′= V 0 + v
′
1　,　V i = V 0 + v

′
i ( 5)　

V
- = lim

n→∞

1
n �

n

i= 1
V i ( 6)　

V
-′= lim

n→∞

1
n �

n

i= 1
v
′
i = l im

n→∞

1
n �

n

i= 1
( V i - V 0 ) = V

- - V 0≠ 0 ( 7)　

　　对 N - S 方程做普通离散加权平均, 有

�V- i

�T + V
-
j
�V- i

�x j
= -

1
!
�P-

�x i +
�
�x j

∀�V- i

�x j +
�V- j

�x i -
�
�x j

v
′
iv
′
j ( 8)　

将上面得到的- F- 替入上式, 则有

DV
-
i

DT
= -

1
!
�P-
�x i +

�
�x j

∀�V- i

�x j
+

�V- j

�x i - F
- ( 9)　

　　具体的推导步骤将按上述思路进行。
对比可知, R eynolds 平均方法从平均值 s-出发, 令 V= V

-+ v
′
, 平均之后必然有 v

-′= 0。而
本文方法从偏离平均值的任一值 s0出发, V= V

-- v
′, 平均之后必有 v

-′≠0。这样, 如在平均之
前先分解脉动量 v

′就可使未知相关量在更高的阶次上才出现。这种平均方法可称之为: 侧偏系
综平均 ( Off- center ensemble aver age)。

2. 5　脉动量 v
′的分解

　　如果湍流场一点 x 处的脉动量及变形率张量已知, 可引入摄动变形位移#r
 

, 令

v
 
′
= ! V

 

�#r
 

将变形率张量分解成对称的应变率张量 sij及反对称的旋转张量 r ij , 则有

v
′
i =

�V i

�x j #r j = s ij#r j + r ij#r j ( 10)　

引用涡矢与旋转张量、交变张量的关系

∃ i = %ij k rkj　或　r ij = -
1
2
∃ k%ij k

则有 v
 
′
= ! V

 

�#r
 

= ! &
 

+
1
2 ∃

 

× #r
 

( 11)　

式中　摄动应变速度! &
 

= s ij#r j

摄动旋转速度
1
2

( ∃
 

×#r
 

) = r ij#r j

利用上式即可把脉动速度分解。如需要更高阶精度, 可令 V= V
-- v

′+ v
″- v

∀+ ⋯⋯, 对高阶速
度脉动量依法分解即可。
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2. 6　可压流的密度加权速度

　　在推导可压流湍流方程时, 将引用作者修正后的Favre 的密度加权速度概念
[ 1, 2]

, 在侧偏
系综平均时

!- V
o
i = !Vi　,　 v

o′
i ≠ 0　,　!-vo′+ !′Vo - !′v o′= 0 ( 12)　

3　不可压流的湍流方程组

　　不可压流的湍流方程组如下:

�V-

�t + ( V- �! ) V- = -
1
!! P
� + ∀e! 2

V
� + ( v-′�! ) V� + ∀e

2
〔! ( #r �! )〕× ∃� ( 13)　

或
�u-o

i

�t + u
-o
j
�u-o

i

�x j
= -

1
!

�
�x iP
� + �

�x j∀e
�u�i
�x j +

�u�j
�x i + u

-′
j
�u�i
�x j +

1
2

�
�x j ∀e #rm%ij k

�∃�k
�x m ( 14)　

�v-′

�t + ( V- �! ) v-
′
= -

1
!! p

-′+ ∀e! 2
v
-′- ( v-

′�! ) V- + ! K ( 15)　

或
�u-′i
�t + u

-
j
�u-′i
�x j = -

1
!
�p-′

�x i +
�
�x j∀e

�u-′i
�x j +

�u-′j
�x i - u

-′
j
�u-i

�x j +
�K
�x i ( 16)　

! �V- = 0　或　�u-k/ �x k = 0 ( 17)　
! �v-′= 0　或　�u-′k/ �x k = 0 ( 18)　

式中V
-、P

-、!是平均湍流参数, V
-′、P-

′是平均脉动尺度参数, V、P 是均流均脉差参数。

V = V
- - v

-′　,　P
� = P

- - p
-′　,　v-

′
= ! V �#r = ! & +

1
2
∃�× #r　, 　∃� = - ! × V

V
� = V

- - ! &　,　K =
1
2
v
′�v ′# 1

2
v
-′�v-′　,　∀e = ∀L + ∀T　, 　∀T = - ∀L !

2 (! & )
! 2

V
-

4　可压流的湍流方程组

�V-o

�t + ( V-o �! ) V-o = -
1
!-! ( P- - P

- ′) + ∀e! 2 ( V- - ! & ) + ( v-o′�! ) ( V- - ! & o)

+
∀e
2
〔! ( #r �! )〕× ∃� + ∀e

3
!〔! �( V- - ! & )〕 ( 19)　

或
�u-o

i

�t + u
-o
j
�u-oi
�x j = -

1
!-

�
�x iP
� + �

�x j ∀e
�u�i
�x j +

�u�j
�x i + u

-o′
j
�u�i
�x j +

�
�x j

∀e
2

#rm%ij k
�∃�k
�x m

-
2
3

�
�x j∀e#ij

�u�k
�x k ( 20)　

�v-o′

�t + ( V- �! ) v-o′= -
1
!-! p

-′+ ∀e! 2
v
-′+

∀e

3
! (! �v-′) - ( v-o′�! ) V- + ! K

o ( 21)　

或
�u-o′

i

�t + u-j
�u-o′i
�x j = - 1

!-
�p-′

�x i
+ �

�x j ∀e
�u-′i
�x j +

�u-′j
�x i - u-o′

j
�u-i
�x j +

�K o

�x i -
2
3

�
�x j∀e#ij

�u-′k
�x k

( 22)　

�!-

�t + u
-
j
�!-

�x j + !- �u
-
k

�x k
= 0 ( 23)　

�!-′

�t + �
�x j (!

-
u
-′
j + !-′u-j - !-′u-o′j ) = 0 ( 24)　

�h-o

�t + u
-o
j
�h-o

�x j = Q +
1
!-

�P�

�t + u j
�P�

�x j +
1
!-

�
�x j ∋

�T
�x j +

&�
!- + u

-o′
j
�
�x j

( h- - h
-o′

) ( 25)　
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&�= 1
2
(e

�u�i
�x j +

�u�j
�x i

-
2
3
#ij �u
�
k

�x k
�u-i
�x j +

�u-j

�x i
( 26)　

�h-o′

�t + u
-
j
�ho

�x j
=

1
!-

�p-′

�t + u j
�p-′

�x j
+ u

-′
j
�P-

�x j +
1
!-

�
�x j∋

�T-′

�x j +
&-′

!- - u
-o′
j
�h
�x j ( h

- - h
-o′)

( 27)　

&-′= 1
2 (e

�u-′i
�x j +

�u-′j
�x i -

2
3#ij

�u-′k
�x k

�u-i
�x j +

�u-j

�x i ( 28)　

P
- = !-RT- o

( 29)　

p
-′= R (!-′T- + !- T-′- !-′T- o′) ( 30)　

式中 V
-、p

-、T-、!-、h- 是非密度加权平均湍流参数, V、P、T、!、h是均流均脉差参数。V
-′、

p-′、T- ′、!-′是平均脉动尺度参数。
V = V

- - v
-′　,　P = P

- - p
-′　, 　T = T

- - T
-′　, 　!= !- - !-′

v
-′= ! V�#r = ! & +

1
2
∃�× #r　, 　∃� = - ! × V　,　V

� = V
- - ! &

P
� = P

- - p
-′　,　∀e = ∀L + ∀T　,　∀T = - ∀L !

2 (! & )
! 2

V
- 　, 　K =

1
2

v
′�v′# 1

2
v
-′�v-′

以上各参量加右上角标 “o”后, 则表示密度加权平均参量。密度加权平均参量与非密度加权

平均参量之间的二阶精度关系为

V
-o

= V 1 -
!-′

!- 　, 　v-
o′
= v

-′ 1 -
!-′

!- 　,　T-
o
= T 1 -

!-′

!- 　,　T-
o′
= T

-′ 1 -
!-′

!-

附注: 如欲提高 Ma> 1时的计算精度, ( 21) 式左侧第二项改为

( V- �! ) v
-o′+

v
-o″( 2v-o′- v

-o″)
V
- + ⋯

可由 v
-″、v

-o″、v
-′替换 ( 21) 式中 v

-′、v
-o′、V

- 的方程解出 v
-o″

5　未结束语

　　以上湍流方程组终结了百余年来湍流模型的研究历史, 二阶精度范围内再也不需要模型

了。以上方程即可在长时间标度上描述任意复杂平均湍流, 也可在短时间标度上描述各尺度

层次的结构现象。由此得出了如下结论: 湍流问题可在N - S 方程范畴内用二阶侧偏系综平均

得以解决; 各态历经假说仅是在时、空均匀平移成立时对侧偏系综平均的一次线性近似; 湍

流的类似于分形的特性在短时间标度上受控于湍流通用物理方程, 是方程短时标特性的具体

表现。该方程统一湍流的统计及结构二大学派。以上结论已经得到有关数值计算、实验及工

程应用的证明。湍流的各种物理现象的实质, 包括各向异性, 有组织结构、间歇性、湍流的

能量逆转等, 均可由上述方程的研究给出答案, 这需要今后国内外湍流界同行的共同努力。
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