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斜齿轮传动鼓形齿的优化设计

西北工业大学　　方宗德
* * 　沈允文

【摘要】　斜齿轮轮齿的齿向鼓形设计是减轻齿面偏载对误差的敏感性、提高齿轮强度的有效手

段。本文将有限元、柔度矩阵与数学规划结合在一起, 提出了一种新的高精度的鼓形齿优化设计

方法。设计中计入了齿轮及其支承的综合变形, 与齿轮的制造、按装误差, 并和齿向螺旋线修形

有机地结合, 达到了综合优化的设计要求。

一、前　　言

　　众所周知, 齿轮及其支承在工作载荷下的变形可能引起齿面偏载。由于在齿轮系统结构

确定与载荷量一定的条件下, 这些变形的大小与方向也是确定的, 因此, 通过齿向修形 (主

要是螺旋线修正) 的方法可以有效地消除这一现象。但是, 由于齿轮的加工误差和传动系统

的安装误差形成的啮合误差, 也会引起齿面偏载, 而且由于误差的随机性, 无法通过事先齿

形修整来弥补。因此, 常用一种沿齿向中凸的鼓形齿设计来减轻齿面偏载对于此类误差的敏

感性。鼓形齿设计的研究至今还不多, 一些经典的计算方法也还比较粗略。为此, 本文提出

一种鼓形齿设计的新的高精度的综合优化方法, 使齿向修形和鼓形齿结合在一起, 达到齿面

载荷分布均化的目标。

本文采用以下假设: ( 1) 属于小变形范围; ( 2) 接触齿面为光滑曲面; ( 3) 忽略摩擦, 齿

间作用力沿齿面法向; ( 4) 只考虑齿面法向位移, 齿面切向微位移不影响接触状态。

二、几种计算鼓形量的方法

图 1　鼓形齿与歪斜度

　　为了比较鼓形量的计算, 首先建立修形曲线坐标系 z ox

如图 1所示。图中h 为鼓形量, B 为齿宽, z 为鼓形量坐标,

x 为齿宽方向坐标, 修形曲线用一二次抛物线表示为:

z = ( 4h/ B2 ) x 2 - ( 4h/ B ) x + h ( 1)　

如果修形曲线采用圆弧, 圆弧半径R� B , 与上述抛物线在

x∈ ( O, B) 内的差别很小。

ISO 标准推荐的鼓形量计算式
[ 1]
和 Rademacher 推荐

的鼓形量公式 [ 2]列如 ( 2) 和 ( 3) 式:

h = 0. 5F�c ( 2)　

h = F �c/ 4 1 - sin�oco s2�o ( 1 - 2l / B) ( 3)　
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( 2) 式中 F�c为等效啮合歪斜度。( 3) 式中�o 和 �o 分别为螺旋角和压力角, l为修形后载荷分

布沿齿宽方向长度的一半, 此式适用于硬齿面齿轮。如果略去螺旋角和压力角的影响, 并令

l= 4/ B , 即载荷分布区可占齿宽的一半, 则 ( 3) 式可简化为 h= 0. 5F �c, 与 ( 2) 式相同。

宋乐民推荐采用的公式 [ 3]为:

h = 0. 25F�c ( 4)　

　　当鼓形量取 0. 25F�c时, 鼓形齿与另一相啮合的非修形齿面在端点相切; 当h= 0. 5F �c时,

鼓形齿与另一非修形齿面在距端点 B/ 4处相切。

三、修形效果的比较

　　为了比较上述方法的修形效果, 以模数为m n= 400mm、齿数为 Z1= 24, Z2= 48、压力角

为 �o= 20°、螺旋角为 �= 16°15′38″、齿宽为B= 20mm 的齿轮副为分析对象, 采用三维接触分

析方法 [ 4]计算了齿轮副在 4456N 法向载荷 (输入扭矩 200Nm) 作用下的接触状况。计算中当

量歪斜度F �c取 20 m。
图 2所示, 为鼓形量 h= 0. 25F�c, 而歪斜度F �分别为- 20 m、0、20 m 时的齿面载荷密

度分布。图3所示则为h= 0. 5F�c, 而F �分别为- 20 m、0、20 m 时的齿面载荷密度分布。由
图可见, 当 h= 0. 25F�c时, 载荷分布比较均匀, 但边缘仍有少许载荷集中; 当h= 0. 5F �c时,

载荷向齿宽中部集中, 中部的最大载荷密度增加, 而边缘消除了载荷集中现象。

图 2　h= 0. 25F �c时的载荷密度

图 3　h= 0. 5F �c时的载荷密度

以上计算中, 作者没有计入齿轮支承变形的影响, 齿面也无齿廓、齿向 (螺旋线) 修形,

仅考虑了齿轮的加工和安装误差。实际上, 齿宽大小、载荷高低、以及在有其它修形共存的

情况下, 最佳鼓形量的设计都是不同的, 上述计算公式仅是一种简略的估算。
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四、齿向 (螺旋线) 修形与鼓形的综合优化设计

　　由于齿轮在实际工作中常因支承变形引起偏载, 因此齿向 (螺旋线) 修形与鼓形往往同

时存在, 而且二者结合为一体, 通常总称为齿向修形。其最佳曲线用二次抛物线表示为:

z = ax
2 + bx + c ( 5)　

齿向修形的综合优化设计可表达为一数学规划格式:

　M in( p max )

　 - [ F] { p 1} + [ D ] {�1} + [ I ] n{Y 1} n = {∈1} + a{X
2
} + b{X } + c{ e} n

　 - [ F] { p 2} + [ D ] {�2} + [ I ] n{Y 2} n = {∈2} + a{X 2} + b{X } + c{ e} n

　[ H ] { p 1} - p max �{ e} n≤ { o} n

　[ H ] { p 2} - p max �{ e} n≤ { o} n

　[ D ] T{ p 1} = P �{ e} m

　[ D ] T{ p 2} = P �{ e} m

　{ p 1} , { p 2} , {�1} , {�2} , {Y 1} n, {Y 2} n , a, c , p max ≥ 0

　或 p 1j = 0　,　或 y 1j = 0

　或 p 2j = 0　,　或 y 2j = 0　　　( j = 1⋯n)

( 6)　

式中n, m 为工作齿面划分有n 个结点, 分属m 个啮合位置; 1, 2分别表示 F �= F�c和 F�=

- F�c两种误差情况; { p } 为齿面结点载荷 n维向量; {�} 为 m 维向量, �i 表示第 i个啮合位

置上齿轮副相对位移; {∈} 为 n维结点初始分离向量, 由歪斜度 F �产生; {X } 为 n维结点

齿向坐标向量; [ F] 为 n维柔度矩阵, 任一元素 f ij表示当齿面 i结点作用一单位力时, 同一

接触线上 j 结点由于齿轮副及支承的变形而产生的齿面法向位移; [ D ] 为n×m 维矩阵, 由m

个 n维列向量组成, 第 i个分量为: {D} i = ( 0,⋯0, 1,⋯1, 0, ⋯0) T 即对应在第 i个啮合位置

上的结点的元素取 1, 其余为零; [ H ] 为 n维对角方阵, H j j= 1/ hj , hj 为第 j 个结点对应的

接触线长; [ I ] n为 n维单位矩阵; {Y } n为n 维松弛向量, 任一元素 y j 表示第 j 个结点在变形

终了时的齿面分离量; { e} n , { e} m 分别为全部元素为 1的 n、m维向量; { o} n为 n维零问量;

p max为最大线载荷密度; P 为齿面法向总载荷。

( 6) 式把两种误差极限情况 ( F�= ±F�c) 并列, 并包含有确定性的变形, 使齿面载荷共

同均化。柔度矩阵 [ F ] 中齿轮 (齿、轮缘, 轮辐) 变形由三维有限元计算得到, 支承 (轴,

轴承) 变形由一维有限元和轴承理论计算得到, 因此修形计算中包括了螺旋线与鼓形修形。

用修改换基准则的单纯形方法 (因式 ( 6) 中有非线性约束) 求解式 ( 6) , 可以得到最佳

齿向修形曲线 ( 5) , 以及修形后当歪斜度 F �分别为±F�c时的载荷分布 { p 1} , { p 2}。无歪斜

度时的齿面载荷分布, 可将修形量作为齿面结点初始分离量, 用接触分析方法求出
[ 4]
。

五、齿面优化修形的效果

　　用本法计算了上述齿轮副, 当 P= 4456N, F �c= 20 m 时的最佳齿向修形曲线为:

z = 0. 088x 2 - 1. 1x + 3. 4　(  m)

形状如图 4所示, 图中上部为齿轮副的支承条件。修形曲线可分解为螺旋线修正 ( 13. 2 m) 和

鼓形修正 ( 8. 8 m) 的迭加。
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图 4　最佳齿向修形曲线

修形后的齿面载荷密度分布如图 5所示, ( a)、

( b)、( c) 分别是当 F �= - 20 m, 0, 20 m 时的情形,

图中载荷分布已包括了支承变形的影响, 螺旋线修正

良好地消除了支承变形引起的偏载。

作者分别计算了不同载荷时这对齿轮的最佳齿向

修形, 并将修形分解成螺旋线修形和鼓形修形, 修形

量与载荷的关系绘于图 6。由图可见, 当载荷增大时,

修形量是增加的, 但并非线性关系, 鼓形量基本处于 0. 25F�c和 0. 5F�c之间。

图 5　修形后的齿面载荷密度分布

结论　 ( 1) 为了减弱齿轮偏载对误差的敏感性,

图 6　修形量与载荷的关系

提高齿轮系统的工作可靠性,鼓形修正是必要的措施。

( 2) 鼓形修正量与载荷、齿轮尺寸、支承条件都有关

系, 传统的计算方法有失粗略。( 3) 本文提出的综合

优化设计方法全面考虑了各种因素的影响, 能够得到

齿轮在工作条件下的最佳修形, 是高性能齿轮修形设

计的有效手段。
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QUASI-STATIC ANALYSIS OF ROLLER BEARING
Lin Guochang, Xu Congru, Lin Jishu

( Shenyang Aeroengine Research Institute)

ABSTRACT　　　　The quasi-stat ic analy sis of radial cyl indr ical ro ller bear ing is
int roduced. T he inf luences o f the out-of-round racew ay, the r elat ive inclinat ion of the roller

and race, and f lexible deformation of the bearing housing on bearing per formance are taken
into consideration. T he calculat ion of out-of-r ound racew ay and the counter -r otat ing

intershaf t support bearing characterist ics ar e studied. T he precise determ inat ion of roller
loading in an inclined inner race is presented, and the calculat ion o f contact for ce on the

inclined roller is carried out by means of the t ransverse “slicing”technique. The max imum

stress of ro ller ar e calculated w ith the flex ible tw o-dimensional contact v ariat ional method.

The thermal ef fects o f oil in Hertzian zone and the entry reg ion and the o il star vation

inf luence are also taken into account in the lubricat ion model. T he main bearing in an
aer oeng ine w as calculated with the quasi-static analysis pro gram on the M -150H computer.

The ag reement of calculated and experimental results is quite g ood.

QUASI-KINETICS OF FOLLOWING TEETH TRANSMISSION
Zuo Hongfu (Nanj ing Aeronautical Institute)

Zhou Youqing ( China University of Mining & Technology

ABSTRACT　　　　The quasi-kinetics and load characteristics o f Follow ing Teeth
Tr ansmission ( FTT ) are researched all-sidedly in accordance w ith it s fundamental st ructure

models. In the meantime the interact ions of elast ic deformations, manufacture errors,

lubricating f ilm and so on, ar e taken into considerat ion simulataneous o f a number of teeth.

According to the loading a centr al ized reg ressiv e lo ading formula is proposed. T he concept
about skidding coef ficient of FTT is first ly int roduced. Since ther e are local f reedoms at the

fo llow ing ro llers and the outer -ring of eccentric bearing, the skidding states of FT T are
brought to light . The conclusions w ere verified by the methods o f photo-elast ic analysis and

high-speed-photography w as taken during author s′exper iments and the test results support
the conclusions of the paper sat isfacto rily.

AN OPTIMAL DESIGN TECHNIQUE FOR CROWNED
TEETH OF HELICAL GEAR

Fang Zongde and Shen Yunwen

(Northwestern Polytechnical University )
ABSTRACT　　　　An opt imal design technique fo r crow ned teeth of helical g ear is

pr esented, which includes 3-D finit element method, flex ibility matrix and mathemat ical
pr ogramming . In the calculat ion the manufactur ing and assembl ing er rors, the deformat ions

of gears and suppo rt ing st ructure are taken into account . For the object iv e funct ion to
uniform the load dist ribut ion under the tw o lim ited er ror condit ions, a quadrat ic pro gram is

automatically formed and solved by computer. T hus an opt imal longitudinal modification w ith

cr ow ning is obtained, which has a comprehensive ef fect on decreasing the sensitivity to the
errors and uniforming the load dist ribut ion. Comparison of this modif ication w ith the

t radit ional ones demonst rates the advantages of this method in accuracy and effect iveness.
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