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二维双侧容限系数公式

　北京航空航天大学　　傅惠民3 3

唐山工程技术学院　　佟晓君

【摘要】　给出一种二维双侧容限系数公式,并提出相应的估计双侧容忍区间的方法。该方法可以

充分利用以往积累的经验数据,减少当前试验中的试件个数,提高预测精度。
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1　二维双侧容限系数公式
　　设X 为正态随机变量,即X～N (Λ, Ρ2) ,工程上常常需要了解X (如产品的某一性能指标,

某一微量元素的含量等)主要分布在多大的一个范围内,即对于预先指定的概率 P ,要求一区

间[a , b ],使 P {a≤X ≤b}= P。如果母体均值 Λ和方差 Ρ2 已知,那么要求得一个包含该正态母

体的 100P ◊ 个体的区间[a , b ]是很容易的。但是,实际问题中 Λ和 Ρ2 都是未知的,这时则必须

用双侧容忍区间[X PL , X PU ]来估计[a , b ] [1 ]。下面将给出一种能综合利用当前数据和经验数据

估计双侧容忍区间的方法。

设X{ 和 S
2 分别为母体均值 Λ和方差 Ρ2 的无偏估计量,并且

X{ ～ N Λ,
Ρ2

n
(1)　

ΤS 2

Ρ2 ～ ς2 (Τ) (2)　

若令

X PL = X{ - kS (3)　

X PU = X{ + kS (4)　
式中 k 被称为二维双侧容限系数,当 n> 3, Τ> 2时,可由下式计算

k =
k 1

k 2
+

Τ- n + 1
Τ+ n2u (1+ P ) ö2

(k 0 - k 1) (5)　

其中

k 0 = u (1+ P ) ö2 1 + 1
n

u 2
(1+ Χ) ö2

+ u (1+ P ) ö2 -
2
5

uP - 1 (6)　

k 1 = u (1+ P ) ö2 1 + 1 n + u (1+ P ) ö2 -
2
5

uP - 1 (7)　
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k 2 = 1 -
2

9w
- uΧ

2
9w

3
2

(8)　

w = Τ+
1
2

uΧ - 2Χ+
3
5

+ 1 Τ+
1
2

u Χ - 2Χ+
3
5

(9)　

式中 n 被定义为子样均值X{ 的自由度, Τ为子样方差S
2 的自由度,由于X{ 和S

2 可以来自不同

的子样,所以 Τ不一定等于 n - 1, Τ和 n 之间没有任何关系,这也就是“二维”的含义, Χ为置信
度, P 为容量, uΧ、u (1+ Χ) ö2和 uP、u (1+ P ) ö2均为标准正态偏量,即 Χ= 5 (uΧ)、(1+ Χ) ö2= 5 (u (1+ Χ) ö2)

和 P = 5 (uP )、(1+ P ) ö2= 5 (u (1+ P ) ö2) ,其中 5 (·)为标准正态分布函数。那么可以证明,区间

[X PL , X PU ]是正态母体X 的置信度为 Χ、容量为 P 的双侧容忍区间,即

P {F (X PU ) - F (X PL ) ≥ P } = Χ (10)　

式中 F (x )为正态随机变量X 的分布函数。

设 xθ 和 s
2 分别是子样均值X{ 和方差S

2 的一个取值,则由式 (3)和式 (4)得到X PL和X PU的

一个取值

x PL = xθ - ks (11)　

x PU = xθ + ks (12)　

因此,区间[x PL , x PU ]是容忍区间[X PL , X PU ]的一个实现。当 Τ= n- 1时,式 (5)将退化成一维双

侧容限系数公式[2 ]。

2　当前数据和经验数据的组合均值与标准差
　　由式 (5)可知,当自由度 n 或 Τ增加时,二维双侧容限系数 k 值将减小。因此,由式 (11)和

式 (12)求得的双侧容忍区间的长度也将缩短,即具有更高的精度。又因为 xθ 和 s
2 可以来自不

同的子样,所以可综合利用当前数据和经验数据,分别提高子样均值 xθ 和方差 s
2 的自由度,从

而在精度相同的条件下,能够节省大量试件;在试件个数相同时,又可提高预测精度。

2. 1　当前数据和经验数据的组合均值

设 xθ i 是来自正态母体N (Λi, Ρ2
i )的子样均值,其子样大小为 n i, i= 1, 2,⋯, m ,且它们相互

独立,若组合均值

xθ = ∑
m

i= 1
n id ix

θ
i ∑

m

i= 1
n i (13)　

的自由度取 n= ∑
m

i= 1
n i

2 ∑
m

i= 1
n id

2
i ei,其中 ei≥Ρ2

i öΡ2, i= 1, 2,⋯, m。那么可以证明,如果取 d iΛi

= Λ, i= 1, 2,⋯, m ,或 E (xθ) = Λ,则将组合均值 xθ 代入式 (11)和式 (12) ,即可求得置信度至少

为 Χ的双侧容忍区间。
在实际问题中,可采用假设检验或根据经验和有关物理性质确定 d i和 ei

[2, 3 ]。特别当 Λi=

Λ时,可取 d i= 1;当 Ρi= Ρ时,可取 ei= 1;当只能断定 Ρi≤Ρ,而无法明确知道 Ρi 比 Ρ小多少时,

也可取 ei= 1。

对于经验数据提供的子样均值 xθ i,经式 (13)组合后,必须使组合均值 xθ 的自由度 n 增大,

才有被利用的价值。否则,不宜采用。

2. 2　当前数据和经验数据的组合标准差

　　设子样方差 s
2
i 的自由度为 Τi, E (s

2
i ) = Ρ2

i , i= 1, 2,⋯, m ,且它们相互独立,那么组合标准差
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s = ∑
m

i= 1
Τibis

2
i ∑

m

i= 1
Τi (14)　

的自由度 Τ= ∑
m

i= 1
Τi,可以证明,当取 bi≥Ρ2öΡ2

i , i= 1, 2,⋯, m 时,将组合标准差 s代入式 (11)和

式 (12) ,即可求得置信度至少为 Χ的双侧容忍区间。
同样,可根据假设检验或有关物理性质及经验确定 bi。特别当 Ρi= Ρ时,可取 bi= 1;当只知

Ρi≥Ρ,而无法确定 Ρi 比 Ρ大多少时,也可取 bi= 1。

对于以往数据提供的子样方差 s
2
i ,若要有可利用的价值,除了满足 bi≥Ρ2öΡ2

i 以外,还要求

s
2
i 经式 (14)组合后,把组合标准差 s代入式 (11)和式 (12)求得的双侧容忍区间的长度变短。否

则, s
2
i 将提供不了有价值的信息,亦即不宜采用。

3　实例分析
　　例 1　为了估计某材料缺口试件 (K t = 2)疲劳寿命的置信度 Χ= 90◊ 、容量 P =

9919◊ 的容忍区间,现做了 4根缺口试件的疲劳试验,得到对数寿命均值 xθ1= 510116,标准差

s1= 011258。根据式 (5)可求出 n= 4、Τ= 3、Χ= 90◊ 、P = 9919◊ 的双侧容限系数 k = 810793,再

由式 (11)和式 (12)即得

x PL = xθ1 - k 1s1 = 319952, x PU = xθ1 + k 1s1 = 610280

由此可知,其对数寿命的置信度为 90◊ 、容量为 9919◊ 的容忍区间为[ 319952, 610280 ],亦即

可以 90◊ 的把握断言,有 9919◊ 的试件的疲劳寿命将分布在区间[ 9890, 1066596 ]内。

后来又收集到在同一载荷下该材料的 18根光滑试件的疲劳试验结果,其对数寿命标准差

s2= 011311,自由度 Τ2= 17。根据经验可知,在其他条件相同的情况下,缺口试件的寿命分散性

不会大于光滑试件的寿命分散性,即 Ρ2≥Ρ1= Ρ,因此可取 b1= 1, b2= 1,并通过式 (14)求得当前

数据 (缺口试件)和经验数据 (光滑试件)的组合标准差 s= 011303,其自由度 Τ= Τ1+ Τ2= 20。然

后由式 (5)求得 n= 4、Τ= 20、Χ= 90◊ 、P = 9919◊ 的二维双侧容限系数 k= 417110,将 xθ1、s和 k

代入式 (11)和式 (12)得到

x PL = xθ1 - ks = 413978, x PU = xθ1 + ks = 516254

因此, 该缺口试件对数寿命的置信度至少为 90◊ 。容量为 9919◊ 的容忍区间为 [ 413978,

516254 ],即至少可以 90◊ 的把握说, 有 9919◊ 的缺口试件的疲劳寿命将位于区间 [ 24992,

422085 ]内。

对比上面的两种计算结果可以看到,利用经验数据后,该缺口试件的置信度为 90◊ ,容量

为 9919◊ 的对数寿命容忍区间的长度由原来未利用经验数据时的 210328缩短为 112276,约

缩短了 40◊ ; 而寿命的容忍区间长度则由 1056706 (循环)缩短为 397093 (循环) , 约缩短了

62◊ ,大大提高了预测精度。

例 2　表 1给出了某产品中锰含量的检测结果和该厂以往生产的同类产品中锰含量的子

样标准差,现要求产品的锰含量的置信度为 95◊ 、容量为 99199◊ 的容忍区间。
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表 1　某产品中锰含量的检测结果 (◊ )

序号 子样均值 x i 自由度 n i 子样标准差 si 自由度 Τi

当前数据 1 0132 5 010212 4

2 - - 010241 19

3 - - 010199 19

以往数据 4 - - 010226 19

5 - - 010237 19

6 - - 010209 19

7 - - 010186 19

　　首先仅根据当前数据计算容忍区间。由式 (5)求出 n= 5、Τ= 4、Χ= 95◊ 、P = 99199◊ 的双

侧容限系数 k 1= 919793,再通过式 (11)和式 (12)得到

x PL = xθ1 - k 1s1 = 011084◊ 　,　x PU = xθ1 + k 1s1 = 015316◊

因此,该产品中锰含量的置信度为 95◊ ,容量为 99199◊ 的容忍区间为[ 011084◊ , 015316◊ ]。

其次,考虑到近年来该厂设备更新、技术培训和质量管理的实施等,各种波动因素得到了

进一步控制。所以,可认为该产品中锰含量的分散性不会大于以往生产的同类产品中锰含量的

分散性,即 E (s
2
1)≤E (s

2
i ) ,可取 bi= 1, i= 1, 2,⋯, 7,假设检验结果也支持这一结论。因此,可综

合利用表 1中当前数据和以往数据估计容忍区间。根据式 (14)求得组合标准差 s= 010217,其

自由度 Τ= 118,然后通过式 (5)求出 n= 5、Τ= 118、Χ= 95◊ 、P = 99199◊ 的二维双侧容限系数

k= 418861,再由式 (11)和式 (12)得到

x PL = xθ1 - ks = 012140◊ 　,　x PU = xθ1 + ks = 014260◊

由此可知, 该产品中锰含量的置信度为 95◊ , 容量为 99199◊ 的容忍区间为 [ 012140◊ ,

014260◊ ], 即可以 95◊ 的把握断定, 有 99199◊ 的产品的锰含量位于区间 [ 012140◊ ,

014260◊ ]内。

从上述结果可以看到,综合利用当前数据和以往数据得到的容忍区间的长度比仅根据当

前数据估计的容忍区间的长度缩短了一半,即预测精度提高了一倍。

本文方法不仅适用于完全数据,而且也适用于不完全数据和无失效数据[2, 4 ]。
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